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Message from the Conference Chairs 

It is a pleasure to welcome you to CACNA 2014, the first conference on “Computational 
Algebra, Computational Group Theory and Applications” at the University of Kashan, IRAN. 
Over the past 20 years, the Computational Algebra and Computational Number Theory have 
grown to be one of the main topics of research in our country. The conference is organized as a 
set of tracks in Computational Group Theory, Computational Number Theory, Cryptography, 
Coding Theory, Algebraic Combinatorics and Computer Algebra. 

There will be also a workshop on Computational Group Theory, Coding Theory and 
Computational Number Theory for graduate students and those who are working in 
computational aspects of algebra, number theory and cryptography. Finally, we are honored to 
have Professors Francesco Belardo, Bijan Davvaz and Saeed Kayvanfar as our keynote speakers 
and professors Modjtaba Bahramian, Hassan Daghigh, Somayeh Didari, Mohammad Gholami 
Babadegani, Reza Kahkeshani, Hamid Mousavi and Reza Orfi as workshop speakers.  

The successful organization of this conference has required the talents, dedication and time of 
many volunteers and strong support from the University of Kashan. We hope that you will find 
the conference both enjoyable and valuable, and also enjoy the architectural, cultural and natural 
beauty of Kashan, a city with 7000 years history.  

CHAIR OF ORGANIZING COMMITTEE: HASSAN DAGHIGH 

CHAIR OF ACADEMIC COMMITTEE:   ALI REZA ASHRAFI 
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Keynote Speaker

Spectral Theory of Signed Graphs

Francesco Belardo
Department of Mathematics, University of Primorska, Slovenia

Abstract

A signed graph is pair (G,s) where G is a graph and s, the signature, is a function on the edges
of G assigning values in {1,−1}. Similarly to unsigned graphs, it is possible to associate several
graph matrices and to study the signed graphs from a spectral viewpoint. Hence, we will show
that the spectral theory of signed graphs naturally extend that of unsigned graphs. In particular,
we consider the relation between the least eigenvalue of the Laplacian and the frustration of
the signed graph; we establish the relation between the Laplacian characteristic polynomial of
a signed graph with adjacency characteristic polynomials of its opportunely defined signed line
graph and signed subdivision graph; we express the coefficient of the Laplacian characteristic
polynomial of (G,s), based on the signed TU-subgraphs. Finally we outline some problems that
are a generalization of those considered in spectral (unsigned) graph theory.
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Keynote Speaker

On some Old and New Problems in Algebraic
Hyperstructures

Bijan Davvaz
Department of Mathematics, Yazd University, Yazd, Iran

davvaz@yazd.ac.ir

Abstract

The overall aim of this paper is to present an introduction to some of the old and new subjects
and problems in algebraic hyperstructures.

Keywords: Hypergroup, polygroup, Hv-group, n-ary hypergroup.

MSC(2010): Primary: 20N20.

1 Introduction
The concept of a hypergroup which is a generalization of the concept of a group, first was introduced
by Marty. Indeed, hypergroups represent a natural extension of groups. In a group, the composi-
tion of two elements is an element, while in a hypergroup, the composition of two elements is a
set. Application of hypergroups have mainly appeared in special subclasses. For example, poly-
groups which are certain subclass of hypergroups are used to study color algebra and combinatorics.
Moreover, there exist two generalization of hypergroups. The concept of an Hv-group as an exten-
sion of hypergroups was introduce by Vougiouklis. Recently, research about n-ary hypergroups has
been initiated by Davvaz and Vougiouklis, who introduced these structures. The concept of n-ary
hypergroups is a generalization of hypergroups in the sense of Marty. Also, we can consider n-ary
hypergroups as a nice generalization of n-ary groups. Many papers and several books have been
written till now on algebraic hyperstructures [2, 3, 4, 15, 22]. Many of them are dedicated to the
applications of hyperstructures in other disciplines. The overall aim of this paper is to present an
introduction to some of the old and new subjects and problems in algebraic hyperstructures.
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2 Main Subjects
In this section, we review:

(1) Hypergroups [2, 3, 4, 15];

(2) Polygroups [4];

(3) Hv-groups [5, 22];

(4) n-ary hypergroups [16, 13, 13, 20];

(5) Enumeration of hyperstructures on small sets [1, 21];

(6) Ordered semihypergroups [6];

(7) Examples of hyperstructures associated with Chemistry, Biology and Physics [7, 8, 9, 10, 11,
12, 17, 18].
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[3] P. Corsini and V. Leoreanu, Applications of Hyperstructures Theory, Advances in Mathematics,
Kluwer Academic Publisher, (2003).
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4



[11] B. Davvaz, A. Dehghan Nezad and M. Mazloum-Ardakani, Chemical hyperalgebra: Redox
reactions, MATCH Communications in Mathematical and in Computer Chemistry 71 (2014),
323-331.

[12] B. Davvaz, A. Dehghan Nezad and M. Mazloum-Ardakani, Describing the algebraic hyper-
structure of all elements in radiolytic processes in cement medium, MATCH Commun. Math.
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[15] B. Davvaz and V. Leoreanu-Fotea, Hyperring Theory and Applications, International Aca-
demic Press, USA, (2007).
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Transaction A 30 (A2) (2006), 165-174.
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Keynote Speaker

Can Pairs of Groups Help the Classification of
Groups?

Saeed Kayvanfar
Department of Pure Mathematics, Ferdowsi University of Mashhad, Mashhad, Iran

skayvanf@math.um.ac.ir & skayvanf@yahoo.com

Abstract

P. Hall introduced the notion of isoclinism in order to classify groups of prime power order.
The notion of isoclinism can be simulated for pairs (G,N) of groups, in which G is a group and N
is a normal subgroup. This talk verifies the classification of some pairs of groups, when N is to be
chosen a suitable subgroup. Then using this, we explain how this classification can be considered
as the first step of screening for classification of some classes of groups.

Keywords: Pairs of groups, isoclinism, classification of groups.

MSC(2010): Primary: 20D15; Secondary: 20E99, 20D60.

References
[1] G. Ellis, Capability, homology, and central series of a pair of groups, J. Algebra 179 (1996),

31–46.

[2] P. Hall, The classification of prime-power groups, J. Reine Angew. Math. 182 (1940), 130–
141.

[3] M. Hassanzadeh, A. Pourmirzaei, S. Kayvanfar, On the nilpotency of a pair of groups, South-
east Asian Bulletin of Mathematics 37 (2013), 67–77.

[4] N.S. Hekster, On the structure of n-isoclinism classes of groups, J. Pure and Applied Algebra
40 (1986), 63–85.
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[5] A. Kaheni, On the classification of some pairs of p-groups (By an analytical approach in Philip
Hall’s classification), Ph.D. Thesis, Ferdowsi Univ. of Mashhad, 2012.

[6] A. Pourmirzaei, A. Hokmabadi, S. Kayvanfar, On the capability of a pair of groups, Bull.
Malays. Math. Sci. Soc. 2 (2011), 205-213.
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Oral Presentation

Finite Semi-Rational Groups:
Solvable and non-Solvable

Seyed Hassan Alavi
Department of Mathematics, Bu-Ali Sina University, Hamedan, Iran

alavi.s.hassan@gmail.com

Abstract

In this talk, we give a survey of some recent advances on the problem of studying semi-rational
finite groups.

Keywords: Semi-rational groups, solvable groups, non-solvable groups.

MSC(2010): Primary 20E45; Secondary 20E34.

Let G be a finite group. An element x of a finite group G is called rational if all generators of the
group 〈x〉 are conjugate in G. If all elements of G are rational, then G itself is called rational. It was
proved by Gow [6] that if G is a rational solvable group then π(|G|)⊆ {2,3,5}.

The notion of rational elements and rational groups has been generalised by Chillag and Dolfi [3].
An element x ∈ G is called k-semi-rational if the generators of 〈x〉 belongs to at most k conjugacy
classes of G. The group G is said to be k-semi-rational if all its elements are k-semi-rational in
G. In particular, a 2-semi-rational group is called semi-rational and its elements are called semi-
rational. Chillag and Dolfi extended Gow’s result to semi-rational groups and proved that π(G) ⊆
{2,3,5,7,13,17} when G is a semi-rational solvable group. They also posed the following problem:

Problem 1. [3, Problem 2] Let G be a solvable group, and let k be a positive integer. If G is a
k-semi-rational, then is π(|G|) bounded in terms of k?

Motivated by [4], we studied semi-rational Frobenius groups in [1]. We indeed answered Prob-
lem 1 for Frobenius groups G and showed that |π(G)| 6 4. In the case where G is a non-solvable
Frobenius group, we have proved that |π(G)|6 11.
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In general, composition factors of rational group studied by Feit and Seitz [5], in particular, they
determined all simple rational groups. In this direction, for semi-rational groups, Alavi, Burness and
Daneshkhah [2] studied semi-rational almost simple groups.

References
[1] S. H. Alavi, A. Daneshkhah, M. R. Darafsheh, On Frobenius semi-rational groups, Submitted.

[2] S. H. Alavi, T. Burness, A. Daneshkhah, On composition factors of semi-rational groups, In
preparation.

[3] D. Chillag, S. Dolfi, Semi-rational solvable groups, J. Group Theory, 13 n. 4 (2010), pp. 535–
548.

[4] M. R. Darafsheh, H. Sharifi, Frobenius Q-groups, Arch. Math. (Basel), 83 n.2 (2004), pp.
102–105.

[5] W. Feit and G. M. Seitz. On finite rational groups and related topics. Illinois J. Math.,
33(1):103–131, 1989.

[6] R. Gow. Groups whose characters are rational-valued, J. Algebra 40 (1976), 280-299.
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Oral Presentation

On the Randić Characteristic Polynomial of
Specific Graphs

Saeid Alikhani
Department of Mathematics, Yazd University, 89195-741, Yazd, Iran

alikhani@yazd.ac.ir

Nima Ghanbari
Department of Mathematics, Yazd University, 89195-741, Yazd, Iran

n.ghanbari@stu.yazd.ac.ir

Abstract

Let G be a simple graph with vertex set V (G) = {v1,v2, . . . ,vn}. The Randić matrix of G,
denoted by R(G), is defined as the n× n matrix whose (i, j)-entry is (did j)

−1
2 if vi and v j are

adjacent and 0 for another cases. Let the eigenvalues of the Randić matrix R(G) be ρ1 ≥ ρ2 ≥
. . . ≥ ρn which are the roots of the Randić characteristic polynomial ∏n

i=1(ρ −ρi). The Randić
energy RE of G is the sum of absolute values of the eigenvalues of R(G). In this paper we compute
the Randić characteristic polynomial and the Randić energy for specific graphs G.

Keywords: Randić matrix; Randić energy; Randić characteristic polynomial; eigenvalues.

MSC(2010): Primary: 15A18.

1 Introduction
In this paper we are concerned with simple finite graphs, without directed, multiple, or weighted
edges, and without self-loops. Let G be such a graph, with vertex set V (G) = {v1,v2, . . . ,vn}. If two
vertices vi and v j of G are adjacent, then we use the notation vi ∼ v j. For vi ∈ V (G), the degree of
the vertex vi, denoted by di, is the number of the vertices adjacent to vi.
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Let A(G) be adjacency matrix of G and λ1,λ2, . . . ,λn its eigenvalues. These are said to be the
eigenvalues of the graph G and to form its spectrum [1]. The energy E(G) of the graph G is defined
as the sum of the absolute values of its eigenvalues

E(G) =
n

∑
i=1
|λi|.

Details and more information on graph energy can be found in [3, 4, 5, 6].
In 1975 Milan Randić invented a molecular structure descriptor defined as [7]

R(G) = ∑
vi∼v j

1√
did j

.

The Randić-index-concept suggests that it is purposeful to associate to the graph G a symmetric
square matrix R(G). The Randić matrix R(G) = (ri j)n×n is defined as [8, 9, 10]

ri j =

{
1√
did j

if vi ∼ v j

0 otherwise.

Denote the eigenvalues of the Randić matrix R(G) by ρ1,ρ2, . . . ,ρn and label them in non-increasing
order. Similar to characteristic polynomial of a matrix, we consider the Randić characteristic poly-
nomial of R(G) (or a graph G), as det(ρI−R(G)) which is equal to ∏n

i=1(ρ − ρi). The Randić
energy [8, 9, 10] of G is defined as

RE(G) =
n

∑
i=1
|ρi|.

For several lower and upper bounds on Randić energy, see [8, 9, 10].
In this paper, we obtain the Randić characteristic polynomial and energy of specific graphs. As a
result, we show that for every natural number m≥ 2, there exists a graph G such that RE(G) = m.

2 Main Results
In this section we study the Randić characteristic polynomial and the Randić energy for certain
graphs. The following theorem gives a relationship between the Randić energy and energy of path
Pn.

Lemma 2.1. [10] Let Pn be the path on n vertices. Then

RE(Pn) = 2+
1
2

E(Pn−2).

The following theorem gives the Randić energy of even cycles.

Lemma 2.2. [11] Let C2n be the cycle on 2n vertices for n≥ 2. Then

RE(C2n) =
2sin((⌊ n

2⌋+
1
2 )

π
n )

sin π
2n

.

Here we shall compute the Randić characteristic polynomial of paths and cycles.
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Theorem 2.1. For n≥ 5, the Randić characteristic polynomial of the path graph Pn satisfy

RP(Pn,λ ) = (λ 2−1)(λΛn−3−
1
4

Λn−4),

where for every k ≥ 3, Λk = λΛk−1− 1
4 Λk−2 with Λ1 = λ and Λ2 = λ 2− 1

4 .

Theorem 2.2. For n≥ 3, the Randić characteristic polynomial of the cycle graph Cn is

RP(Cn,λ ) = λΛn−1−
1
2

Λn−2− (
1
2
)n−1,

where for every k ≥ 3, Λk = λΛk−1− 1
4 Λk−2 with Λ1 = λ and Λ2 = λ 2− 1

4 .

Theorem 2.3. For n≥ 2,

(i) The Randić characteristic polynomial of the star graph Sn = K1,n−1 is

RP(Sn,λ ) = λ n−2(λ 2−1).

(ii) The Randić energy of Sn is
RE(Sn) = 2.

Theorem 2.4. For n≥ 2,

(i) the Randić characteristic polynomial of complete graph Kn is

RP(Kn,λ ) = (λ −1)(λ +
1

n−1
)n−1.

(ii) the Randić energy of Kn is
RE(Kn) = 2.

Theorem 2.5. For natural number m,n ̸= 1,

(i) The Randić characteristic polynomial of complete bipartite graph Km,n is

RP(Km,n,λ ) = λ m+n−2(λ 2−1).

(ii) The Randić energy of Km,n is
RE(Km,n) = 2.

Let n be any positive integer and Fn be friendship graph with 2n+1 vertices and 3n edges. In other
words, the friendship graph Fn is a graph that can be constructed by coalescence n copies of the cycle
graph C3 of length 3 with a common vertex. The Friendship Theorem of Erdős, Rényi and Sós [2],
states that graphs with the property that every two vertices have exactly one neighbour in common
are exactly the friendship graphs. The Figure 1 shows some examples of friendship graphs. Here we
shall investigate the Randić energy of friendship graphs.

Theorem 2.6. For n≥ 2,

13



Figure 1: Friendship graphs F2,F3,F4 and Fn, respectively.

(i) The Randić characteristic polynomial of friendship graph Fn is

RP(Fn,λ ) = (λ 2− 1
4
)n−1(λ −1)(λ +

1
2
)2.

(ii) The Randić energy of Fn is
RE(Fn) = n+1.

Remark. In [12] has shown that the energy of a graph cannot be an odd integer. Since RE(Fn) =
n+1 for n≥ 2, the Randić energy can be odd or even integer. More precisely we have:

Corollary 2.1. For every natural number m≥ 2, there exists a graph G such that RE(G) = m.

Let n be any positive integer and Dn
4 be Dutch Windmill graph with 3n+ 1 vertices and 4n edges.

In other words, the graph Dn
4 is a graph that can be constructed by coalescence n copies of the cycle

graph C4 of length 4 with a common vertex. The Figure 2 shows some examples of Dutch Windmill
graphs. Here we shall investigate the Randić energy of Dutch Windmill graphs.

1

2

3

4

5 6

7

3n-13n

3n+1

Figure 2: Dutch Windmill Graph D2
4,D

3
4,D

4
4 and Dn

4, respectively.

Theorem 2.7. For n≥ 2,

(i) The Randić characteristic polynomial of friendship graph Dn
4 is

RP(Dn
4,λ ) = λ n+1(λ 2− 1

2
)n−1(λ 2−1).

(ii) The Randić energy of Fn is
RE(Dn

4) = 2+(n−1)
√

2.
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[2] P. Erdös, A. Rényi, V.T. Sós, On a problem of graph theory, Studia Sci. Math. Hungar., 1,
215–235 (1966).

[3] I. Gutman, The energy of a graph: Old and new results, in: A. Betten, A.Kohnert, R. Laue,
A. Wassermannn (Eds.), Algebraic Combinatorics and Applications, Springer-Verlag, Berlin,
2001, pp. 196–211.

[4] I. Gutman, Topology and stability of conjugated hydrocarbons. The dependence of total π-
electron energy on molecular topology, J. Serb. Chem. Soc. 70 (2005) 441–456.

[5] I. Gutman, X. Li, J. Zhang, Graph energy, in: M. Dehmer, F. Emmert-Streib (Eds.), Analysis of
Complex Networks. From Biology to Linguistics, Wiley-VCH, Weinheim, 2009, pp. 145–174.
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In this talk we consider and study properties of two kind of magic graphs. The first kind is
distance magic graphs and the second one is barycentric magic graphs.
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1 Introduction
Let G = (V,E) be a finite, simple and undirected graph. A labeling for a graph is a map that takes
graph elements to numbers (usually positive or non-negative integers).
The concept of distance magic labeling of a graph has been motivated by the construction of magic
squares. A magic square of side n is an n×n array whose entries are an arrangement of the integers
{1,2, ...,n2} in which all elements in any row, any column, or either the main diagonal or main back-
diagonal, add to the same sum r. Now if we take a complete n partite graph with parts V1,V2, ...,Vn
with |Vi| = n, 1 ≤ i ≤ n and label the vertices of Vi with the integers in the ith row of the magic
square, we find that the sum of the labels of all the vertices in the neighborhood of each vertex is
the same and is equal to r(n−1). Motivated by this observation in 1994 Vilfred [7] in his doctoral
thesis introduced the concept of sigma labelings. The same concept was introduced by Miller et al.
[5] under the name 1-vertex magic vertex labeling. Sugeng et al. [6] introduced the term distance
magic labeling for this concept. We use the term distance magic labeling.
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Distance magic labeling of G of order n is a bijection f : V → {1,2, ...,n} with the property that
there is a positive integer k such that ∑y∈N(x) f (y) = k for every x ∈ V . The constant k is called the
magic constant of the labeling f . The sum ∑y∈N(x) f (y) is called the weight of the vertex x and is
denoted by w(x).

Now we consider another kind of magic graphs.
Let A be an abelian group (written additively). The graph G is called A-magic if there exists a
labeling l : E(G)→ A \ {0} such that for each vertex v, the sum of values of all edges incident
with v, denoted by l+(v), is a constant, that is, l+(v) = c, for some c ∈ A. When this constant is
0, G is said to be A-zero-sum magic. The integer-magic spectrum of a graph G is the set IM(G) =
{k ∈ N: G is Zk-magic}.
If there exists a labeling l for a graph G, whose induced vertex set labeling is a constant map and for
all v ∈V (G) the sum l+(v) also satisfies l+(v) = deg(v)l(uvv) for some vertex uv adjacent to v, G is
said to be A-barycentric-magic [1].
Note that the motivation of this definition is the following definition of k-barycentric sequence which
was introduced in [2] and has already been used in graph labeling problems, specially in Ramsey
theory [2, 3, 4].

Definition 1.1. Let x1,x2, . . . ,xk be k elements of an abelian group A. This sequence is k-barycentric
if there exists j such that x1 + x2 + . . .+ x j + . . .+ xk = kx j. The element x j is called a barycenter.

In this paper we study the properties of graphs which are distance magic. Also for some graphs
G, we characterize all m ∈ N for which G is Zm-barycentric-magic.
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Abstract

For a finite group G, let πe(G) be the set of element orders of G and mi(G) be the set of
elements of G of order i. Let nse(G) = {mi(G) : i ∈ πe(G)}. In this paper, we prove that if G
is a finite group and p ≥ 5 is a prime number such that p | |G| but p2 ∤ |G|, n ∈ {p, p+ 1} and
nse(G) = nse(Sn), then G∼= Sn.

Keywords: Set of elements of the same order, prime graph.

MSC(2010): Primary: 20D06; Secondary: 20D15.

1 Introduction
If n is a natural number, then we denote by π(n), the set of prime divisors of n. For a finite group
G, let π(G) be π(|G|). Also, we use the notation πe(G) for the set of element orders of G. Suppose
that mi = mi(G) = |{g ∈ G| the order of G is i}| and nse(G) = {mi|i ∈ πe(G)}. It is clear that if
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n ∈ πe(G), then mn = ϕ(n)k, where k is the number of cyclic subgroups of order n in G and ϕ is the
Euler’s function, Also ϕ(n)|mn. The prime graph GK(G) of G is the graph with vertex set π(G),
where two distinct primes r and s are joined by an edge, if G contains an element of order rs. The
set of connected components of GK(G) is denoted by π1(G),π2(G), ...,πt(G)(G), which t(G) is the
number of connected components of GK(G). If 2 ∈ π(G), we always assume that 2 ∈ π1(G). If
{k1, ...,kt(G)} is the coprime factors set of |G|, where π(ki) = πi, then this set is called the set of
order components of G and is denoted by OC(G). The sets of order components of finite simple
groups with disconnected prime graph can be obtained using [7]. We show every p-Sylow subgroup
of G by Sp(G) and set np(G) = |Sylp(G)|. In 1987, J. G. Thompson posed a very interesting problem
related to algebraic number fields as follows:
Thompson’s Problem. Let T (G) = {(n,mn) | n ∈ πe(G) and mn ∈ nse(G)}. Suppose that for some
(finite) group H, T (G) = T (H). If G is a finite solvable group, is it true that H is also necessarily
solvable?
This question in some case is answered, but the perfect answer to it has not ever seen. In [1, 5], the
authors showed that some alternating groups are characterizable by the set nse in the class of finite
groups. Also, in [3], the author proved that PGL2(p) is characterizable by the set nse in the class of
finite groups which their orders are divisible by p but p2 does not divide their orders. The goal of
this paper is to prove the following theorem:
Main Theorem. Let G be a finite group and p ∈ π(G), where p≥ 5 and n ∈ {p, p+1}. If p2 ∤ |G|
and nse(G) = nse(Sn), then G∼= Sn.

In the following, we bring some lemmas, which is used in the proof of the main theorem.

Lemma 1.1. [2] Let G be a finite group and m be a positive integer dividing |G|. Also, Lm(G) =
{g ∈ G|gm = 1}. Then m||Lm(G)|.

Lemma 1.2. (1)[4, Lemma 1] If n≥ 6 is a natural number, then there are at least s(n) prime numbers
pi such that (n+1)/2 < pi < n such that
s(n) = 6, for n≥ 48;
s(n) = 5, for 42≤ n≤ 47;
s(n) = 4, for 38≤ n≤ 41;
s(n) = 3, for 18≤ n≤ 37;
s(n) = 2, for 14≤ n≤ 17;
s(n) = 1, for 6≤ n≤ 13.
(2)[4, Lemma 6(c)] Let S be a finite simple group of Lie type with t(S)≥ 2 and there exist 2≤ i≤ t(S)
such that ki(S) = p. If S ≇ 2G2(q), then for every 1≤ j≤ t(S) ( j ̸= i), there exists at most one prime
number s ∈ π j(S) such that (p+ 1)/2 < s < p. If S ∼= 2G2(q), then there exist at most three prime
numbers s ∈ π(G) such that (p+1)/2 < s < p.

Lemma 1.3. [6] The number of Sylow subgroups of order pm in the Symmetric group of degree n is
n!

a0!a1!...ak!pm(p−1)m , where n = a0 +a1 p+a2 p2 + ...+ak pk.

Corollary 1.1. If n ∈ {p, p+1}, then

mp(Sn) =

{
(p−1)! if n = p

(p+1)(p−1)! if n = p+1
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2 Main Results
In this section, by applying the method in [1] for Sn, we complete the proof of the main theorem.
First note that if σ is a permutation, which its product to disjoint cycles is composed of t1 cycle of
length 1, t2 cycle of length 2,...,tl cycle of length l, then |clSn(σ)| = n!

2t2 3t3 ...ltl t1!t2!...tl !
. Thus by the

fact that for every s ∈ πe(Sn), ms(Sn) = ∑O(xk)=s |clSn(xk)|, where xks are selected from dintict con-
jugacy classes. Note that G is a finite group, p≥ 5 is a prime number such that p | |G| but p2 ∤ |G|,
n ∈ {p, p+1} and nse(G) = nse(Sn). We emphasize that the proof of Lemmas 2.1 to 2.11 are same
with those of given in [1].

Lemma 2.1. For every s ∈ πe(Sn)−{1}, p ∤ ms(Sn) if and only if s = p. In particular, if s ̸= p, then
p ∥ ms(Sn).

Lemma 2.2. mp(G) = mp(Sn).

Lemma 2.3. If s ∈ πe(G) such that p ∤ ms(G), then ms(G) = mp(G).

Lemma 2.4. For every s ∈ π(G)−{2}, 2 | ms(G). Also, 2 ∈ π(G) and m2(G) = m2(Sn).

Lemma 2.5. |Sp(G)|= p.

Lemma 2.6. For every s ∈ π(G)−{p}, sp ̸∈ πe(G).
From the previous lemma, we can conclude that t(G) ≥ 2 and there exists 2 ≤ j ≤ t(G) such that
k j(G) = p.

Lemma 2.7. π(G) = π(Sn) and |G| | |Sn|. In particular, np(Sn) | |G|.

Lemma 2.8. G is neither a Frobenius group nor a 2-Frobenius group.
As was stated before, t(G)≥ 2 and there exists 2≤ j ≤ t(G) such that k j(G) = p.

Lemma 2.9. t(G)≥ 2 and G has a normal series 1 ⊴ H ⊴ K ⊴ G such that
(1) H is nilpotent;
(2) π(H)∪π(G/K)⊆ π1;
(3) K/H is a non-abelian simple group;
(4) G/K ≤ Out(K/H);
(5) the odd order components of G are the odd order components of K/H. In particular, p ∈
OC(K/H)−{k1}.

Lemma 2.10. Let t ∈ π(G)−{p}. If |H|t = t i, then p|t i−1.

Lemma 2.11. If t ∈ π(G)∪π(G/K), then t < (p+1)/2. Forthermore, {t | (p+1)/2≤ t ≤ p and t
is prime} ⊆ π(K/H).
Now Lemma 2.7 and the above lemma show that p is a maximal prime divisor of K/H.

Lemma 2.12. K/H is not isomorphic to any sporadic simple group.
Sketch of the proof. On the contrary, suppose that K/H is isomorphic to a sporadic simple group.
As was stated before, p is a maximal prime divisor of K/H. First let K/H ∼= M22. Then p = 11. By
applying Lemma 2.7 and Lemma 2.9(4), we can see |H|3 = 32. Hence, Lemma 2.10 yields 11 | 32−1,
which is impossible. In other cases, we can get a contradiction with Lemmas 2.7, 2.9 or 2.11.
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Lemma 2.13. K/H is not isomorphic to any finite simple group of Lie type.
Sketch of the proof. On the contrary, suppose that K/H is isomorphic to a finite simple group of Lie
type. Frist define two sets that during our proof are used. For a finite group T , define αp(T ) = {t ∈
π(T ) | (p+1)/2 < t < p} and for a natural number m, β (m) = |{t | t is prime and (m+1)/2 < t <
m}|. Let K/H ∼= 2G2(q), where q = 32m+1 > 3, then by Lemmas 1.2 and 2.9(5), we have αp(K/H)≤
3. Also, Lemmas 2.7 and 2.11 imply that β (p) = αp(K/H) and hence, β (p) ≤ 3. Hence, Lemma
1.2(1) forces p ≤ 37. Lemma 2.9(5) shows either q+

√
3q+1 = p or q−

√
3q+1 = p and hence,

q = 27 or p = 37. Since 29 ̸∈ π(G), we get a contradiction with Lemma 2.11. In other cases, we can
get a contradiction with Lemma 2.7 or Lemma 2.11.
Main Theorem. Let G be a finite group and p ∈ π(G), where p≥ 5 and n ∈ {p, p+1}. If p2 ∤ |G|
and nse(G) = nse(Sn), then G∼= Sn.
Sketch of the proof. Applying Lemma 2.7 leads us to see that, there exists a natural number m so
that p≤ m≤ n and K/H ∼= Am. In the following, we examine the values of n:
(1) Let n = p. Thus m = p and K/H ∼= An. But since |G| | |Sn|, then |G| = |An| or |G| = |Sn|. If
|G| = |An|, then |H| = 1 and |G/K| = 1 and hence, G = K = An. But since m2(Sn) > m2(An), we
get a contradiction with Lemma 2.4. Therefore, |G|= |Sn| and hence, |G/K| is either 2 or |H|= 2.
According to Lemma 2.10, |H| ̸= 2 and hence, G = An : Z2 ∼= Sn, as claimed.
(2) If n = p+ 1, then either m = p or m = p+ 1. When m = p+ 1, with the same argument as (1)
is concluded G ∼= Sn. Let m = p. Thus K/H ∼= Ap. Applying Lemma 2.7 and Corollary 1.1, we get
p(p+1)(p−2)! | |G| and hence, (p+1)!/(4, p−1) | |G|. Since |H| | 2(p+1), |H| ̸= 1 and p+1 is
a power of 2 or not. If p+1 = 2α , then H is a nilpotent 2-group and hence, CK(H)/H = {1,K/H}
which in every case we can get a contradiction. Finally suppose that p+1 is not a power of 2. Thus
there exists a prime divisor t ̸= 2 of p+ 1. Hence |H|t = ((p+ 1)/2)t . Now, Lemma 2.10 implies
that p | ((p+1)/2)t −1, which is impossible.
Thus we prove that G∼= Sn.
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Abstract

Let G be a finite group and πe(G) be the set of element orders of G. Suppose that k ∈ πe(G) and
mk is the number of elements of order k in G. Set nse(G) := {mk : k ∈ πe(G)}. In this paper, we
prove that if G is a group with nse(PSL(3,9)) = nse(G), then G∼= PSL(3,9).
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1 Introduction
Let G be a finite group. Denote by π(G) the set of prime divisors of the order of G and the set of
element orders of G is denoted by πe(G). A finite group G is called a simple Kn-group, if G is a
simple group with |π(G)|= n. For a group G and i ∈ πe(G), set mi(G) = |{g ∈ G : the order of g is
i}|. In fact, mi(G) is the number of elements of order i in G and nse(G) := {mi(G) : i ∈ πe(G)}, the
set of the number of elements with the same order. If there is no ambiguity, we write mi instead of
mi(G). Throughout this paper, we denote by φ the Euler’s function. If G is a finite group, then we
denote by Pq(G) a Sylow q-subgroup of G, by Sylq(G) the set of Sylow q-subgroups of G and nq(G)
is the number of Sylow q-subgroups of G, that is, nq(G) = |Sylq(G)|.
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We say that the group G is characterizable by the set of nse if every group H with nse(G) =
nse(H) is isomorphic to G. In 1987, J. G. Thompson posed a very interesting problem related to
algebraic number fields as follows :
Thompson’s Problem. Let T (G) = {(k,mk) : k ∈ πe(G), mk ∈ nse(G)}, where mk is the number of
elements of G with order k. Suppose that H is a group with T (G) = T (H). If G is solvable, then is
it true that H is also necessarily solvable?

Thompson’s Problem is still open, but some authors have tried to deal with the analogous prob-
lem which asks whether the finite simple groups can be characterized by nse. In [6], it has been
shown that the finite simple groups PSL(2,q), where q ∈ {7,8,11,13} are characterizable by their
nse.

In this paper, we show that the finite simple group PSL(3,9), which is a simple K5-group, can be
characterized by nse. The main result of this paper is the following theorem:
Main theorem. If G is a group such that nse(G) = nse(PSL(3,9)) = {1,7371,531440,678132,
1061424,589680,933120,4009824,1179360,1866240,2122848,2358720,4245696,8491392,
11197440}, then G∼= PSL(3,9).

Lemma 1.1. [2] Let G be a finite group and m be a positive integer dividing |G|. If Lm(G) = {g ∈
G | gm = 1}, then m | |Lm(G)|.

Lemma 1.2. [7] Let G be a group containing more than two elements. If the maximal number s of
elements of the same order in G is finite, then G is finite and |G| ≤ s(s2−1).

Lemma 1.3. [5] Let G be a finite solvable group and |G|= mn, where m = pα1
1 ...pαr

r and (m,n) = 1.
Let π = {p1, ..., pr} and hm be the number of Hall π-subgroups of G. Then hm = qβ1

1 ...qβs
s satisfies

the following conditions for all i ∈ {1,2, ...s}:

(1) qβi
i ≡ 1 (mod p j) for some p j;

(2) the order of some chief factor of G is divided by qβi
i .

Lemma 1.4. [4] If G is a simple K3-group, then G is isomorphic to one of the following groups:
A5,A6,PSL(2,7),PSL(2,8),PSL(2,17),PSL(3,3),PSU(3,3) or PSU(4,2).

Lemma 1.5. [8] Let G be a simple K4-group. Then G is isomorphic to one of the following groups:

(1) A7,A8,A9,A10;

(2) M11,M12,J2;

(3) on of the following simple groups:

(a) PSL(2,r), where r is a prime and satisfies r2−1 = 2a.3b.vc with a,b,c≥ 1 and v > 3 is
a prime;

(b) PSL(2,2m), where m≥ 2 satisfies 2m−1 = u and 2m+1 = 3tb, with u, t are primes, t > 3
and b≥ 1;

(c) PSL(2,3m), where m ≥ 2 satisfies either 3m +1 = 4t and 3m−1 = 2uc or 3m +1 = 4tb

and 3m−1 = 2u, with u, t are odd primes and b,c≥ 1;
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(4) one of the following 28 simple groups:
PSL(2,16), PSL(2,25), PSL(2,49), PSL(2,81), PSL(3,4), PSL(3,5), PSL(3,7), PSL(3,8),
PSL(3,17), PSL(4,3), PSp(4,4), PSp(4,5), PSp(4,7), PSp(4,9), PSp(6,2), O+

8 (2), G2(3),
PSU(3,4), PSU(3,5), PSU(3,7), PSU(3,8), PSU(3,9), PSU(4,3), PSU(5,2), Sz(8), Sz(32),
3D4(2), 2F4(2)′.

Lemma 1.6. [1] Let G be a simple K5-group. Then G is isomorphic to one of the following groups:

(1) PSL(2,q) with |π(q2−1)|= 4;

(2) PSL(3,q) with |π((q2−1)(q3−1))|= 4;

(3) PSU(3,q) with |π((q2−1)(q3 +1))|= 4;

(4) O5(q) with |π(q4−1)|= 4;

(5) Sz(22m+1) with |π((22m+1−1)(24m+2 +1))|= 4;

(6) R(q) where q is an odd power of 3, |π(q2−1)|= 3 and |π(q2−q+1)|= 1;

(7) one of the following 30 simple groups:
A11, A12, M22, J3, HS, He, McL, PSL(4,4), PSL(4,5), PSL(4,7),PSL(5,2), PSL(5,3), PSL(6,2),
O7(3), O9(2), PSp(6,3), PSp(8,2), PSU(4,4) , PSU(4,5), PSU(4,7), PSU(4,9), PSU(5,3),
PSU(6,2), O+

8 (3), O−8 (2),
3D4(3), G2(4), G2(5), G2(7), or G2(9).

Remark 1.1. Let G be a group with nse(G) = nse(PSL(3,9)). By Lemma 1.2, we can see that G is
finite. It is known that mn = kφ(n), where k is the number of cyclic subgroups of order n in G and
if n > 2, then φ(n) is even, so mn is even. If n ∈ πe(G), then by Lemma 1.1 and the above notation,
we have: 

φ(n) | mn

n |∑
d|n

md
(1.1)

2 Main Results
Lemma 2.1. (i) Let t be the number of cyclic subgroups of order n in G, namely H1, ...,Ht and let

for 1≤ i≤ t, βi be the number of cyclic subgroups of CG(Hi) of order r, where gcd(r,n) = 1.
If β = min{βi : 1≤ i≤ t}, then mnφ(r)β = φ(nr)β t ≤ mnr.

(ii) If P ∈ Sylp(G) is cyclic of prime order p and r ∈ π(G)−{p}, then mrp = np(G)(p−1)(r−
1)k = mp(G)(r−1)k, where k is the number of cyclic subgroups of order r in CG(P).

Lemma 2.2. Let G be a finite simple Kn-group such that 36 | |G| and |G| | 28.36.5.7.13, where
n = 4,5, then G∼= PSL(3,9).
We will prove the Lemma by the following two steps:
Step 1. G is a simple K4-group.
From Lemma 1.5, we can conclude that G is not a simple K4-group.
Step 2. G is a simple K5-group.
In view of Lemma 1.6 (2), G∼= PSL(3,9).
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Theorem 2.1. If G is a group such that nse(G) = nse(PSL(3,9)) = {1,7371,531440,678132,
1061424,589680,933120,4009824,1179360,1866240,2122848,2358720,4245696,8491392,
11197440}, then G∼= PSL(3,9).
We will prove the theorem by the following three steps:
Step 1. By Remark 1.1, G be a finite group and by [3], we can see that nse(G) = nse(PSL(3,9))=
{1,7371,531440,678132, 1061424, 589680, 933120, 4009824, 1179360, 1866240, 2122848, 2358720,
4245696, 8491392, 11197440}.
Step 2. Since 7371 ∈ nse(G), by Remark 1.1, 2 ∈ π(G) and m2 = 7371. Let 2 6= p ∈ π(G).
Then by (1.1), p | (1 + mp) and (p− 1) | mp, so checking the elements of nse(G) implies that
p ∈ {3,5,7,13,17,19,31,43,47,79,241,589681,678133,2358721}. Again by (1.1) and Lemma
2.1 we can see that π(G) ⊆ {2,3,5,7,13}. Also by Euler’s function and checking the elements of
nse(G), we can conclude that π(G) = {2,3,5,7,13}.
Step 3. G is a non-solvable group and hence, G has a normal series 1�N �M �G such that M/N
is a simple Ki-group with i = 3,4,5. It is easy to prove that M/N is not a simple K3-group. There-
fore M/N is a simple Ki-group with i = 4,5, thus by Lemma 2.2, M/N ∼= PSL(3,9). By Step 2 and
Lemma 2.2, we can conclude that |G|= 27×36×5×7×13= |PSL(3,9)| and by applying the above
argument, G∼= PSL(3,9). This completes the proof of the theorem.
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1 Introduction
A t-(v,k,λ ) design D = (V ,B) is an incidence structure consisting of a set V of v points, and a set
B of k-element subsets of V , called blocks, such that every t-element subset of points lies in exactly
λ blocks. The design is nontrivial if t < k < v−t, and is symmetric if |B|= v. If D is symmetric and
nontrivial, then t 6 2 (see [3, Theorem 1.1]or [7, Theorem 1.27])). This motivates to study nontrivial
symmetric 2-(v,k,λ ) designs which we simply call symmetric (v,k,λ ) designs. A flag of D is an
incident pair (α,B) where α and B are a point and a block of D , respectively. An automorphism
of a symmetric design D is a permutation of the points permuting the blocks and preserving the
incidence relation. An automorphism group G of D is called flag-transitive if it is transitive on the
set of flags of D . If G is primitive on the point set V , then G is said to be point-primitive. A group
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G is said to be almost simple with socle X if X �G 6 Aut(X) where X is a (nonabelian) simple
group. Further notation and definitions in both design theory and group theory are standard and can
be found, for example, in [4, 7, 9].

Symmetric designs with λ small have been of most interest. Kantor [8] classified flag-transitive
symmetric (v,k,1) designs (projective planes) of order n and showed that either D is a Desarguesian
projective plane and PSL(3,n)�G, or G is a sharply flag-transitive Frobenius group of odd order
(n2 +n+1)(n+1) , where n is even and n2 +n+1 is prime. Regueiro [11] gave a complete classi-
fication of biplanes (λ = 2) with flag-transitive automorphism groups apart from those admitting a
1-dimensional affine group (see also [12, 13, 14, 15]). Zhou and Dong studied nontrivial symmetric
(v,k,3) designs (triplanes) and proved that if D is a nontrivial symmetric (v,k,3) design with a flag-
transitive and point-primitive automorphism group G, then D has parameters (11,6,3), (15,7,3),
(45,12,3) or G is a subgroup of AΓL(1,q) where q = pm with p > 5 prime [6, 20, 21, 22, 23].
Nontrivial symmetric (v,k,4) designs admitting flag-transitive and point-primitive almost simple
automorphism group whose socle is an alternating group or PSL(2,q) have also been investigated
[5, 24]. It is known [18] that if a nontrivial (v,k,λ )-symmetric design D with λ 6 100 admitting
a flag-transitive, point-primitive automorphism group G, then G must be an affine or almost simple
type. Therefore, it is interesting to study such designs whose socle is of almost simple type or affine
type.

In this poster, however, we are interested in large λ . In this direction, it is recently shown in
[1] that there are only four possible symmetric (v,k,λ ) designs admitting a flag-transitive and point-
primitive automorphism group G satisfying X �G6Aut(X) where X = PSL(2,q). In the case where
an almost simple group G with socle X = PSL(3,q) acts flag-transitively and point-primitively on D ,
we have shown that D must be a Desarguesian projective plane PG(2,q) (see [2]). Note in passing
that when X is a sporadic simple group, there exist only four possible parameters (see [19]).

In the case where G is imprimitive, Praeger and Zhou [16] studied point-imprimitive symmetric
(v,k,λ ) designs, and determined all such possible designs for λ 6 10. This motivates Praeger and
Reichard [10] to classify flag-transitive symmetric (96,20,4) designs. As a result of their work,
the only examples for flag-transitive, point-imprimitive symmetric (v,k,4) designs are (15,8,4)
and (96,20,4) designs. In a recent study of imprimitive flag-transitive designs [17], Cameron and
Praeger gave a construction of a family of designs with a specified point-partition, and determine
the subgroup of automorphisms leaving invariant the point-partition. They gave necessary and suf-
ficient conditions for a design in the family to possess a flag-transitive group of automorphisms
preserving the specified point-partition. Consequently, they gave examples of flag-transitive de-
signs in the family, including a new symmetric 2-(1408,336,80) design with automorphism group
212 : ((3 ·M22) : 2), and a construction of one of the families of the symplectic designs exhibiting a
flag-transitive, point-imprimitive automorphism group.
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Abstract

In this paper we generalize the algorithm of constructing elliptic curve with a prescribed
N−torsion point to the efficiently generating an elliptic curve with a point of order 2sN, with the
method of successive halving. In this method we search among the curves generated with the
modular curves Y1(2iN) for i = 1, ...,s− 1, to find the equation of a curve with a point of order
2sN− which is cryptographically more efficient than using Y1(2sN).
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1 Introduction
Let N > 2 be an integer. The modular curve X1(N) (with cusps removed) parametrizes isomorphism
classes of pairs (E,P) where E is an elliptic curve and P, is a torsion point of order N on E.
We are trying to find a curve with a prescribed order. We may be able to do this work by reducing
a curve defined over a quadratic field Q(

√
d) with a point of order N to a curve defined over Fq, but

only when d is a quadratic residue.
Alternatively, we can use an Fq-rational point on Y1(N), the affine part of X1(N), to directly construct
the Tate normal form

E(b,c)/Fq : y2 +(1− c)xy−by = x3−bx2.

containing a point of order N, for any sufficiently large q prime to N. Any elliptic curve with a point
of order greater than 3 can be put in this form [1]. Provided E(b,c) is nonsingular, we obtain an
elliptic curve on which the point P = (0,0) has order N.
To apply this method we require a defining equation for Y1(N). Then by choosing the point (x,y)
on Y1(N) and applying suitable transformations, we construct E(b,c) and if it is singular, we simply
look for a different point on the curve.

2 Computing Y1(N)

Following [4], we give a method to compute a defining equation FN(r,s) = 0 for Y1(N). For the curve
E(b,c), if P = (0,0) then 2P = (b,bc) and if nP = (xn,yn) then

xn+1 = byn/x2
n , yn+1 = b2(x2

n− yn)/x3
n

If P is an N−torsion point and m+n = N, then for m = dN +1
2
e and n = bN−1

2
c we have

NP = O ⇐⇒ xm = xn

The algorithm to compute FN(r,s) = 0 for N > 5 is as follows [6]:
Assume that the polynomials FM have already been computed, for 5 < M < N, and that the rational
function xn(r,s) is in the form xn = vn/wn, where vn and wn are relatively prime polynomials in Z[r,s].

Algorithm 1. Given an integer N > 5, compute FN(r,s) as follows:

1. Compute GN = vmwn− vnwm, where m = dN +1
2
e and n = bN−1

2
c.

2. Remove any powers of r,s,(r−1) or FM that divide GN , for all M > 5 properly dividing N.
3. Make the remaining polynomial square-free and output the result as FN(r,s).

The following theorem shows that the polynomial FN(r,s) gives us a curve with a point of exact
order N.

Theorem 2.1. Let FN(r,s) be the polynomial output by Algorithm 1 on input N > 5. Let b= r0s0(r0−
1) and c = s0(r0− 1) with ∆(b,c) 6= 0, where r0 and s0 lie in a field whose characteristic does not
divide N. Then P = (0,0) is a point of order N on E(b,c) if and only if FN(r0,s0) = 0.
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3 Prescribing 2kN-torsion
Let N be an odd number. Our contribution is to generalize the method of Sutherland [6] to find a
curve with prescribed 2sN−torsion point by the method of successive halving in [5]. We can use this
method to efficiently search for an elliptic curve with a point of order 2sN using curves generated
with Y1(2iN), where 1≤ i < s. We also use the form of

y2 = x(x2 +αx+β )

of an elliptic curve in which ρ = α2−4β determines the number of points of order 2.
A curve with a point of order N has a point of order 2sN if and only if it has a point of order 2s. Now
assume that a given curve E has point Q of order 2k, with k ≥ 1. If Q = 2P, we say that Q has a half
point P = (x,y) of order 2(k+1). Such a condition is equivalent to

ξ = x(2P) =
(x2−β )2

4y2 (3.1)

y2 = x(x2 +αx+β )

So one follows that

Lemma 1. Let E(Fq) : y2 = x(x2 +αx+β ) and Q = (ξ ,ζ ) ∈ E(Fq)\{O}. A necessary condition
for the existence of a half point of Q is that ξ is a square in Fq. Furthermore, since ζ 2 = ξ δξ with
δξ = ξ 2 +αξ +β , it follows that δξ should also be a square in Fq.
On the other hand, from equations 3.1, we get the quartic equation over Fq

fξ : x4−4ξ x3−2(2αξ +β )x2−4βξ x+β
2 = 0 (3.2)

3.1 Halving Process
The main strategy for efficiently searching an elliptic curve with a point of order 2sN between modu-
lar curves Y1(2iN), is to determin the points of order 2 of the curve Y1(2iN) by starting from i= 1 and
checking the existence of their half points. We have two cyclic and noncyclic cases for the structure
of the group of two torsion points depending on the existence of one or three points of order 2.

A) Cyclic Case:

Lemma 2. A curve E(Fq) : y2 = x(x2 +αx+β ) with χ(ρ) =−1 has a point of order 4 if and only
if χ(β ) = 1.

The inductive step is completed with the following proposition:

proposition 1. Let y2 = x(x2 +αx+β ) with χ(ρ) = −1. Let us assume that Q = (ξ ,ζ ) is a point
of E(Fq) of order 2k with k > 1. Then there exists a half point of Q if and only if χ(ξ ) = 1.

B) Noncyclic Case:

Lemma 3. Let E(Fq) : y2 = x(x2 +αx+β ) with χ(ρ) = 1 and {(0,0),(ξ1,0),(ξ2,0)} its rational
points of order 2. Then, E has rational points of order 4 if and only if one of the following conditions
holds:
(1) χ(β ) = 1 and χ(α−2

√
β ) = 1;
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Figure 1: Tree of abscissas in the cyclic case

(2) χ(ξ1) = χ(2ξ1 +α) = 1;
(3) χ(ξ2) = χ(2ξ2 +α) = 1.

As before, in order to continue the halving process, first we need the characterization of the
image of multiplication by 2.

Proposition 2. Let E(Fq) : y2 = x(x2 +αx+β ) with χ(ρ) = 1. Let us assume that Q = (ξ ,ζ ) is a
point of E(Fq) of order 2k, with k > 1. Then, there exists a half point of Q if and only if

χ(ξ ) = 1 , χ(2ξ +α +2
√

δξ ) = 1

where δξ = ξ 2 +αξ +β .

In the noncyclic case, as same as the cyclic case, if the process of halving continued untill the
step k = s, the coresponding curve has at least one point of order 2s and we are done, otherwise we
discard the curve and do the process for the next i.

Remark. Let us assume that the condition in Proposition 2 holds. If a root x of fi,ξ is the abscissa
of a point P ∈ E(Fq), then the other root of fi,ξ , namely β/x is the abscissa of P+ (0,0). If a
root x of one of the polynomials fi,ξ is the abscissa of P ∈ E(Fq), then the abscissa of P+(ξ1,0),
namely ξ1(x−ξ2)/(x−ξ1) is a root of the other polynomial. Let us denote by {Q0 = (0,0) , Q1 =
(ξ1,0) , Q2 = (ξ2,0)} the points of order 2, and

Tj = {P ∈ E(Fq) | ∃`≥ 0 such that 2`P = Q j}

for j = {0,1,2}. In these trees Tj, if a vertex Q has children, then it has four, which are {P,P+
Q0,P+Q1,P+Q2}. So if all the points Q0,Q1,Q2, have half point, then either the four points can
be halved or none of them can. So in each step we need at most three checkings, one in each tree.
Therefore, in E[2k](Fq) ∼= Z/2kZ×Z/2kZ, we have 3.4k−1 points of order 2k, but three checkings
of condition of proposition 2 and therefore three computations of a root of a quadratic polynomial
are enough to continue the process and the algorithm is efficient.
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Figure 2: Tree of abscissas in the noncyclic case

At last we implement the procedure using the softwares MAPLE and PARI and find all the curves
generated by Y1(2N) for N = 17 with their 2-Sylow subgroup over the prime field F43. We can see
that in this family of curves, there is no curve with the rational point of order grater than 24 in the
group of points of the curve.

4 Main Results
In this paper we generalize the algorithm of constructing elliptic curve with a prescribed N−torsion
point to the efficiently generating an elliptic curve with a point of order 2sN, with the method of
successive halving. In this method we search among the curves generated with the modular curves
Y1(2iN) for i = 1, ...,s− 1, to find the equation of a curve with a point of order 2sN− which is
cryptographically more efficient than using Y1(2sN).
We also implement the procedure using the softwares MAPLE and PARI and find all the curves
generated by Y1(2N) for N = 17 with their 2-Sylow subgroup over the prime field F43. We can see
that in this family of curves, there is no curve with the pational point of order grater than 24 in the
group of points of the curve.
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Figure 3: 2-Sylow subgroups of Y1(2N) over F43
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Abstract

Let G be a directed graph with n vertices and m edges, and I(B) a binomial ideal corresponded
to the incidence matrix B of the graph G. Also by removing the i’th row of B, a new matrix is
made and is called Bi. In this paper it is shown that the heights of I(B) and I(Bi) are equal to
n-1 and the dimensions of I(B) and I(Bi) are equal to m-n+1. Then a sufficient and necessary
condition is given for I(Bi) to be prime. A sufficient combinatorial condition is given for I(B)
and I(Bi) to be complete intersections. Finally a free complex for I(B) will be presented and, for
specific graphs, a free resolution will be stated for I(B).
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In this paper we find a sharp bound on the canonical height of non-torsion points on elliptic
curves of the form y2 = x3− nx, where n is a square- free integer. By an example we will show
that our bound is the sharpest possible bound.
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1 Introduction
Let E be an elliptic curve over Q and P = (x,y) = ( a

d2 ,
b

d3 ) ∈ E(Q). If gcd(a,d) = 1, we define the
naive height of P by h(P) = max{log |a|, log |d2|} and the canonical height of P by

ĥ(P) = lim
n→∞

h(2nP)
4n . (1.1)

The canonical height measures the size of points on elliptic curves. It plays fundamental roles in
many theoretical and practical problems such as proving the Mordell- Weil theorem. There is a
well-known conjecture about this function.
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Conjecture 1.1 (Lang’s Conjecture). Let E/K be an elliptic curve with minimal discriminant ∆E/K.
There exist constants C1 > 0 and C2, depending only on [K : Q], such that for all nontorsion points
P ∈ E(K) we have

ĥ(P)>C1 log
(
NK/Q

(
∆E/K

))
+C2.

Silverman [4] showed that Lang’s conjecture holds for any elliptic curve with integral j-invariant
over any number field.

Let n be a positive square- free integer and E−n2 denotes the elliptic curve y2 = x3−n2x, Bremner,
Silverman and Tzanakis [1, Proposition 2.1] proved that for any non torsion point P ∈ E−n2(Q),

ĥ(P)≥ 1
8

log
(
2n2) .

Fujita [3] considered elliptic curves of the form E−n : y2 = x3−nx and showed that for any positive
forth- power- free integer n 6≡ 4 (mod 16), and for every P ∈ E−n(Q),

ĥ(P)≥ 1
8 logn+0.3917.

Later Voutier and Yabuta [7, Theorem 1.2] showed that for any fourth-power-free integer −n, and
P ∈ E−n(Q),

ĥ(P)> 1
8 logn+


(9/8) log(2) if n≡ 1,5,7,9,13,15 mod 16
(5/8) log(2) if n≡ 20,36 mod 64

or n≡ 2,3,6,8,10,11,12,14 mod 16
−(1/8) log(2) if n≡ 4,52 mod 64.

Remark 1.2. Indeed [7] use a definition of height which is half of our definition.

In this paper we consider elliptic curves of the form E−n : y2 = x3− nx for which n is a positive
square- free integer. we will show that

Theorem 1.3. Let n be a positive square-free integer and En denotes the elliptic curve y2 = x3−nx.
For every P ∈ E−n(Q), we have

ĥ(P)≥ 1
8

logn+0.4331.

Our bound is the best known method, we will show this is the best possible bound.

2 Estimating canonical height
Let E be an elliptic curve and P ∈ E(Q), computing ĥ(P) by (1.1) is difficult. To compute ĥ(P) one
can use local height of P, indeed The value ĥ(P) can be expressed as

ĥ(P) = ∑
p prime

λ̂p(P)+ λ̂∞(P),

where λ̂p(P) is the local height at prime p and λ̂∞(P) is the local height at infinity. Let

ĥ f in(P) = ∑p prime λ̂p(P).
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Remark 2.1. Let E−n be an elliptic curve of the form y2 = x3−nx, where n is a rational number. It
is easy to see that every rational point P 6= O on En has the form P = (b1r2/s2,b1rt/s3) for integers
r,s, t ∈ Z such that (r,s) = (t,s) = 1 and

T (b1) : t2 = b1r4 +b2s4, b1b2 =−n (2.1)

Conversely, if (r,s, t) is a nontrivial primitive solution of T (b1), then (b1r2/s2,b1rt/s3) is a rational
point on En.

Lamma 2.2. Let n be a positive square-free integer and En be the elliptic curve given by y2 = x3−nx.
For every P = (b1r2/s2,b1rt/s3), ĥ f in(P) can be computed as

ĥ f in(P) = 2logs− 1
2

logb′1 + ĥ2(P),

where b′1 is the odd part of b1 and ĥ2(P) is a real number satisfying −(log2)/2≤ ĥ2(P)≤ 0.

Proof. By [3, Lemma3.2], we know that

ĥ f in(P) = 2logs− 1
2

log( ∏
p|(a,n),p6=2

pep)+ ĥ2(P) (2.2)

If (b2,r) 6= 1 then there exists prime p which p|(b2,r) so p|b1r4 + b2s4 = t2, hence p2|b2s4, thus
p2|b2 which is a contradiction, so (b2,r) = 1. To deal with local height at 2, we consider the possible
cases:

1. If s is even, then ĥ2(P) = 0.

2. If s is odd, n is odd and r is odd, then ĥ2(P) =−log(2)/2.

3. If s is odd, n is odd and r is even, then ĥ2(P) = 0.

4. If s is odd, b1 is even, then ĥ2(P) =−log(2)/2.

5. If s is odd, b2 is even and r is even, then ĥ2(P) =−log(2)/2.

6. If s is odd, b2 is even and r is odd, then ĥ2(P) = 0.

Lamma 2.3. Let n be a positive square-free integer and E−n be the elliptic curve given by y2 =
x3−nx. For every P = (b1r2/s2,b1rt/s3), we have

ĥ∞(P)≥
1
8

logn+
1
8

log2+
1
2

log
b1rt
s3 +0.3465.

Proof. Using algorithm [2, Algorithm 7.5.7], we see that

ĥ∞(P) =
1

16
log

64n3

q
+

1
4

logω1−
1
4

log2π +
1
2

log
b1rt
s3 −

1
2

logθ , (2.3)

where ω1 is a real period of E2 and q = e2πω1/ω2 and θ =
∞

∑
n=0

(−1)nq
n(n+1)

2 sin((2n+1)λRe(z(P)).

Using algorithm [2, Algorithm 7.4.7], we have
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ω1 =
π

AGM( 4
√

4n 4
√

n)
=

π

4
√

nAGM(
√

2,1)

and ω2 = iω1, hence q = e2πω1/ω2 = e−2∗π . On the other hand

|θ | ≤ 1
1−|q|

=
1

1− e−2π
.

Combining these results yields the inequality.

Theorem 2.4. Let n be a positive square-free integer and En be the elliptic curve given by y2 =
x3−nx. For every P ∈ E−n(Q), we have

ĥ(P)≥ 1
8

logn+0.4331.

Proof. Let P = (b1r2/s2,b1rt/s3), by Lemma 2.2 and Lemma 2.3, we have

ĥ(P) = ĥ f in + ĥ∞ ≥ 2logs− 1
2 logb′1 + ĥ2(P)+ 1

8 logn+ 1
8 log2+ 1

2 log b1rt
s3 +0.3465.

So we have to consider two cases:

• If b1 is even then b′1 = b1/2 and by [4] in proof of Lemma 2.2, ĥ2(P) =−log(2)/2 so in this
case

ĥ(P)≥ 1
8 logn+ 1

8 log2+ 1
2 logrts+0.3465≥ 1

8 logn+0.4331.

• If b1 is odd then b′1 = b1, in this case we have four cases:

– if b2 is odd and r is odd then t is even so t ≥ 2, on the other hand by item [2] in Lemma
2.2, ĥ2(P) =−log(2)/2 so in this case

ĥ(P)≥ 1
8 logn+ 1

8 log2+ 1
2 logrs+0.3465≥ 1

8 logn+0.4331.

– If b2 is odd and r is even by [3] in proof of Lemma 2.2, ĥ2(P) = 0 so in this case

ĥ(P)≥ 1
8 logn+ 1

8 log2+ 1
2 logrst +0.3465≥ 1

8 logn+0.4331.

– If b2 is even and r is odd then by [6] in proof of Lemma 2.2, ĥ2(P) = 0 so in this case

ĥ(P)≥ 1
8 logn+ 1

8 log2+ 1
2 logrst +0.3465≥ 1

8 logn+0.4331.

– If b2 is even and r is even then r ≥ 2, on the other hand by [5] in proof of Lemma 2.2,
ĥ2(P) =−log(2)/2 so in this case

ĥ(P)≥ 1
8 logn+ 1

8 log2+ 1
2 log ts+0.3465≥ 1

8 logn+0.4331.

As we saw, in any case we have ĥ(P)≥ 1
8 logn+0.4331.

Now, we give an example which shows that this is the sharpest bound.

Example 2.5. Let E be the elliptic curve y2 = x3−5x and P = [−1,2], then by our result

ĥ(P)≥ 1
8 log5+0.4331 = 0.6342797390542625468250949167,

On the other hand, using PARI/GP, we see that

ĥ(P) = 0.6355287144445497811461681913.

44



3 Family of Rank one Elliptic Curves
Let E be an elliptic curve over Q and E(Q) be its Mordell-Weil group over Q which is a finitely
generated abelian group. The rank of the free part of E(Q) as a Z-module is called the rank of E
over Q. In this section, first we recall the concept of the root number and then using Parity conjecture
we find a family of rank one elliptic curves, finally using height function we determine a generator
for the family.

Definition 3.1. Let E be an elliptic curve over Q and np denotes the number of points in the
reduction of curve modulo p. Also let ap = p+ 1− np. The local part of the L-series of E at p is
defined as

Lp(T ) =


1−apT + pT 2 if E has good reduction at p,
1−T if E has split multiplicative reduction at p,
1+T if E has non- split multiplicative reduction at p,
1 if E has additive reduction at p.

The L- series of E is defined to be

L(E,s) = ∏p
1

Lp(p−s)
,

where the product is over all primes.

Theorem 3.2. The L- series L(E,s) has an analytic continuation to the entire complex plane, and it
satisfies the functional equation

Λ(E,s) = ε(E)Λ(E,2− s),

where

Λ(E,s) = (NE/Q)
s/2(2π)−sΓ(s)L(E,s),

NE/Qis the conductor of E and Γ is the Gamma function. Here ε(E) =±1 is called the global root
number of E.

The Parity conjecture states that
ε(E) = (−1)rE , (3.1)

where rE denotes the rank of Mordell- Weil group of E.

Proposition 3.3. ([8])For elliptic curve E : y2 = x3−dx, such that d 6≡ 0 (mod 4), the sign of the
global root number of the elliptic curve Ed : y2 = x3−dx, has the following formula

ε(Ed) =

{
−1 if d ≡ 2,5,6,7,9,10,14,15 (mod 16)
+1 if d ≡ 1,3,11,13 (mod 16)

Proposition 3.4. Under the Parity conjecture, for every prime number p≡ 2,5,6,7,9,10,14,15 (mod 16),
the rank of elliptic curve E−p : y2 = x3− px is exactly one.

Proof. By [5, Section X.6], for every prime number p, rank(Ep) ≤ 2. On the other hand by Parity
conjecture and 3.3, we know that the rank is odd, so rank(E−p) = 1.
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Theorem 3.5. For any prime number p of the form p = 4r2 + (n1)
4, where r is odd, the point

P = [−n1,−n1r] is a generator of Ep : y2 = x3− px.

Proof. By Lemma 2.2, we know

ĥ f in(P) = 2logs− 1
2

logn1 + ĥ2(P)≤−
1
2

logn1

on the other hand

ĥ∞(P)≤
1
8

log p+
1
2

logr+
π

8
+

3
8

log2+
1
2

logn1,

Thus

ĥ(P)≤ 1
8 log p+ 1

2 logr+0.4794.

By Proposition 3.3, we know that Rank(Ep) = 1, Let Q be a generator of Ep, then there exists an
integer k ∈ Z such that P = kQ+n1T , where T is a torsion point. Hence ĥ(P) = k2ĥ(Q), if k 6=±1
then we have

1
8 log p+ 1

2 logr+0.4794≥ ĥ(P) = k2ĥ(P)≥ k2( 1
8 log p+0.4331)≥ 4( 1

8 log p+0.4331)

Thus
1
2 logr ≥ 3

8 log p =⇒ r2 ≥ p

Which is a contradiction. So k =±1 and hence P is a generator of the free part of Ep(Q).

4 Main Results
We show that for any positive square-free integer n, and for every non-torsion point P ∈ E−n : y2 =
x3−nx, we have

ĥ(P)≥ 1
8

logn+0.4331.

Also we showed that this is the sharpest possible lower bound. Using this estimation, we showed
that for every prime number p of the form p = 4(2k+1)2 +(n1)

4, the point P = [−n1,−n1(2k+1)]
is a generator of Ep : y2 = x3− px.
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1 Introduction

The non-commuting graph of a group is one of the first graphs that is associated to a group. In [1]
the authors define the non-commuting graph and studied some properties of it. The non-commuting
graph of a non-abelian group G denoted by ΓG is a graph whose vertices are the elements of G\Z(G)

and two distinct vertices x,y are adjacent iff xy 6= yx. In [1] the following conjecture was stated:
If ΓG ∼= ΓH then |G|= |H|.
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This conjecture was answered negatively in [12]. The affirmative answer for simple groups and
p−groups appeared in [6] and [2]. Another question that appeared in the subsequent papers is the
following:

When the non-commuting graph determines the structure of group?
For simple groups this question answered in many papers. This is related to Thompson’s conjec-

ture about simple groups and prime graph of a group.
The chromatic number of a graph is the minimum number k such that the vertices of the graph can

be colored by {1, · · · ,k} such that adjacent vertices have different colours. The chromatic number
of a graph is denoted by χ(G). A complete subgraphs of a graph is called a clique. The suprimum
of the size of the cliques is called clique number and denoted by ω(G).

Let σ(G) be the minimum number n such that G is union of n proper subgroups. If Φ(G)

denotes the frattini subgroup of G then there is a relation between σ(G) and the structure G/Φ(G).

The relation between χ(G) and the structure of G/Z(G) is a similar problem. It is proved that if G
has at most 20 maximal subgroup then G is solvable. The similar problem states if ω(G)≤ 20 then
G is solvable.

2 Main Results

Theorem 1. χ(G) is the minimum number of abelian groups which cover G.

Theorem 2. (Isaacs) χ(G)< ∞ iff ω(G)< ∞ iff |G/Z(G)|< ∞.

Remark 1.

1. If G =
⋃

i∈I Hi and S⊆ I then
⋂

i∈S Hi = Z(G) or
⋂

i∈S′Hi = Z(G).

2. If G =
⋃

i∈I Hi and S⊆ I\{ j} then
⋂

i∈S Hi = Z(G) or
⋂

i∈S′Hi = Z(G) or [G : H j] = 2.

3. If |G/Z(G)|= n and |Hi/Z(G)|= ai and ki =
n
ai

then for n= 2m,1<∑
m
i=1(

1
k2i

+ 1
k2i−1
− 1

k2ik2i−1
)

and for n = 2m+1,1 < 1
kn
+∑

m
i=1(

1
k2i

+ 1
k2i−1
− 1

k2ik2i−1
)

Definition 1. A group G is called an AC−group if the centralizer of any non-central element is an
abelian group.

The AC−groups are studied in [13] and [14].

Definition 2. The minimum number t such that G =
⋃t

i=1 CG(gi) where g1, · · · ,gt ∈G\Z(G) denoted
by c(G).

Definition 3. A group G is called a C−group if c(G) = χ(G).

Lemma 3. c(G)≤ ω(G)≤ χ(G).

Lemma 4. If G is an AC−group then G is a C−group.
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Lemma 5. If G is a C−group and G = ∪t
i=1Hi where χ(G) = t then Hi∩H j = Z(G).

Theorem 6. If |G/Z(G)|= pqr then G is an AC−group.

Theorem 7. If |G/Z(G)| is a cube free number and every element has prime power order then G is
an AC−group.

Corollary 8. If G/Z(G)∼= A5 then G is an AC−group.

Theorem 9.[4] If G is a non-solvable finite group and ω(G)≤ 21 then G∼= Z(G)×A5 and ω(G) =

χ(G) = 21.

Corollary 10. If ω(G)≤ 20 then G is a solvable group.

Theorem 11. If G is a finite group and G/Z(G)∼= A5 then G∼= Z(G)×A5 and χ(G) = 21.

Theorem 12. ([11]) If |G|= n then ω(G)≤ χ(G)≤ n
2 +1.

Theorem 13. If G/Z(G) has an element of order n with k prime factors and c(G) ≥ k + 1 then
ω(G)≥ n+1. If G is a C−group or k ≤ 2 then c(G)≥ k+1.

Theorem 14. If G is a C−group and χ(G) = t then |G/Z(G)| ≤ (t−1)2.

Theorem 15. χ(G) = 3 iff ω(G) = 3.

Theorem 16. ω(G) = 4 then every element of G/Z(G) has order two or three.

Theorem 17. ω(G) = 5 then every element of G/Z(G) has order 2,3,4.

The following Theorem of G. Higman classifies all the solvable groups G in which every element
has prime power order[8][p 213].

Theorem 18. Let G be a solvable group in which every element has prime power order. Then G is
one of the following groups:

1. A Frobenius group G = FH, where F is an abelian p−group (p > 2) and H is a generalized
quaternion group.

2. G has a normal series P�PQ�G where G/P and PQ are Frobenius groups, P and G/PQ
are p−groups, PQ/P is a q−group, PQ/P and G/PQ are cyclic(Here p|q−1).

Theorem 19. If G/Z(G) has a normal cyclic subgroup K of index p then χ(G) = |K|+1.

Theorem 20. If G/Z(G)∼= Dn then χ(G) = n+1. In particular, χ(D2n−2) = n.

Corollary 21. If |G/Z(G)|= pq where p≤ q then G/Z(G)∼= D4,χ(G) = 5 or G/Z(G)∼=
⊕3

i=1Z2,

χ(G) = 5,7.

Corollary 22. If |G/Z(G)|= pqr where p < q < r and q - r−1 then χ(G) = qr+1.
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Corollary 23. If |G/Z(G)|= 30 then χ(G) = 16.

Theorem 24.[1]

1. χ(GL2(q)) = ω(GL2(q)) = q2 +q+1.

2. χ(SL2(q)) = ω(SL2(q)) = q2 +q+1.

3. χ(PSL2(q)) = ω(PSL2(q)) = q2 +q+1.

Theorem 25. χ(G) = 3 iff G/Z(G)∼= Z2
⊕

Z2.

Theorem 26. χ(G) = 4 iff G/Z(G)∼= Z3
⊕

Z3,S3.

Theorem 27. If χ(G) = 5 then G/Z(G)∼=
⊕3

i=1Z2,A4,D4 or |G/Z(G)|= 16.

Theorem 28. If |G1|= 20 and G1 has no element of order 10 then G1∼= 〈a,b : a4 = b5 = 1, ab= b2a〉.

Theorem 29. If χ(G) = 6 then G/Z(G)∼= G1,D5,
⊕2

i=1Z5 or |G/Z(G)||64.
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1 Introduction
In this paper we study the coprime graph of a group is defined in [4]. The coprime graph of a group
G, denoted by ΓG, is a graph whose vertices are elements of G and two elements x 6= y are adjacent
iff (|x|, |y|) = 1. The following question were posed in [4]:

Classify groups with three end vertices.
Wse classify groups with at most seven end vertices. First we recall some facts and notations

related to this paper. Throughout this paper G denotes a nontrivial finite group. The centralizer of
a ∈ G is denoted by CG(a). If H ≤ G the normalizer of H is denoted by NG(H). Also Z(G) denotes
the center of G. The symmetric group on n letters is denoted by Sn.

Let π(n) be the set of prime divisors of n. For a natural number n= pn1
1 · · · p

nk
k set r(n) = p1 · · · pk.

Let Γ be a simple graph. The degree of v ∈V (Γ) denoted by d(v). The set of vertices which are
adjacent to v is denoted by NΓ(v). A vertex of degree one is called an end vertex.
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2 Main Results
In this section we classify groups with at most seven end vertices.

Lemma 1. Set f (n) = ∑φ(d), where r(n)|d|n. If n = pn1
1 · · · p

nk
k then f (n) = (pn1

1 −1) · · ·(pnk
k −1).

Lemma 2. Let a∈G be an element of order n. Then deg(a) = 1 i.e a is an end vertex iff r(n) = r(G).
Also G contains at least f (n) end vertices.

Theorem 3. Assume ΓG has at most seven end vertices. If a is an end vertex with maximal order
then o(a) ∈ {2,3,4,5,6,7,8,10,12,14}. Also π(G)≤ 2 and π(G)⊆ {2,3,5,7}.

The following Theorem is a part of a Frobenius theorem in [3][Theorem 9.9,p 119-120].

Theorem 4. If m||G| then |{g ∈ G : gm = 1}| is divisible by m.

Theorem 5. Let G be a group of order 18 which has an element of order six. Then one of the
following occurs:

1. G is an abelian group and G ∼= Z2
⊕

Z3
⊕

Z3,Z2
⊕

Z9. In this case ΓG has f (18) = 8 end
vertices.

2. G∼=
〈
b,c,d : b2 = c3 = d3 = 1,cd = dc,cb = bc,bdb−1 = d−1

〉
. Also G has three element of

order two, eight elements of order three and six elements of order six.

Theorem 6. Let G be a group such that π(G) = {2, p} and p2 - |G|. Let a be an element of order
n. Assume every end vertex of ΓG be in 〈a〉. Then 〈a〉 is a characteristic subgroup of G. Also its
p−Sylow subgroup is the unique subgroup of order p. Also every element in G\〈a〉 is a 2−power
element.

Theorem 7. Assume ΓG has at most seven end vertices. Let a be an end vertex of maximal order. If
o(a) ∈ {2,3,4,5,7,8} then G∼= Z2,Z3,Z4,Z2

⊕
Z2,Z5,Z7,Z2

⊕
Z2
⊕

Z2,Z2
⊕

Z4,Z8,Q4,D4.

Theorem 8. Assume ΓG has at most seven end vertices. Let a be an end vertex of maximal order. If
o(a) = 6 then G is one the following groups:

1. G∼= Z6 and ΓG has two end vertices.

2. G∼=
〈
a,b : a6 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D6 and ΓG has two end vertices.

3. G∼=
〈
a,b : a6 = 1,b2 = a3,bab−1 = a−1

〉
= Q6 and ΓG has two end vertices.

4. G∼= Z2
⊕

Z2
⊕

Z3 and ΓG has six end vertices.

5. G∼=
〈
b,c,d : b2 = c3 = d3 = 1,cd = dc,cb = bc,bdb−1 = d−1

〉
and ΓG has six end vertices.

6. |G|= 24,36,72.

Theorem 9. Assume ΓG has at most seven end vertices. Let a be an end vertex of maximal order. If
o(a) = 10 then G is one the following groups:

1. G∼= Z10 and ΓG has four end vertices.

2. G∼=
〈
a,b : a10 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D10 and ΓG has four end vertices.
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3. G∼=
〈
a,b : a10 = 1,b2 = a5,bab−1 = a−1

〉
and ΓG has four end vertices.

4. G∼=
〈
a,b : a10 = 1,b4 = a5,bab−1 = a−1

〉
and ΓG has four end vertices.

Theorem 10. Assume ΓG has at most seven end vertices. Let a be an end vertex of maximal order. If
o(a) = 12 then G is one of the following groups:

1. G∼= Z12 and ΓG has six end vertices.

2. G∼=
〈
a,b : a12 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D12 and ΓG has six end vertices.

3. G∼=
〈
a,b : a12 = b2 = 1,bab−1 = a5

〉
and ΓG has six end vertices.

4. G∼=
〈
a,b : a12 = 1,b2 = a6,bab−1 = a−1

〉
and ΓG has six end vertices.

5. G∼=
〈
a,b : a12 = 1,b2 = a6,bab−1 = a5

〉
and ΓG has six end vertices.

6. G ∼=
〈
a,b : a12 = 1,b2 = a3,bab−1 = a−1

〉 ∼= 〈a,b : a12 = 1,b2 = a−3,bab−1 = a−1
〉

and ΓG
has six end vertices.

7. G∼=
〈
a,b : a12 = 1,b2 = a3,bab−1 = a5

〉∼= 〈a,b : a12 = 1,b2 = a−3,bab−1 = a5
〉

and ΓG has
six end vertices.

Theorem 11. Assume ΓG has at most seven end vertices. Let a be an end vertex of maximal order. If
o(a) = 14 then G is one of the following groups:

1. G∼= Z14 and ΓG has six end vertices.

2. G∼=
〈
a,b : a14 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D14 and ΓG has six end vertices.

3. G∼=
〈
a,b : a14 = 1,b2 = a7,bab−1 = a−1

〉
and ΓG has six end vertices.

Corollary 12.

1. ΓG has two end vertices iff G∼= Z2,Z3,Z6,〈
a,b : a6 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D6,〈
a,b : a6 = 1,b2 = a3,bab−1 = a−1

〉
= Q6.

2. ΓG has three end vertices iff G∼= Z4,Z2
⊕

Z2.

3. ΓG has four end vertices iff G∼= Z5,Z10,〈
c,d,e : c2 = d4 = e3 = 1,cd = dc,ce = ec,ded−1 = e−1

〉
,〈

a,b : a10 = b2 = 1,bab−1 = a−1
〉∼= D10,〈

a,b : a10 = 1,b2 = a5,bab−1 = a−1
〉
,〈

a,b : a10 = b4 = 1,bab−1 = a−1
〉
,〈

a,b : a10 = 1,b4 = a5,bab−1 = a−1
〉
.
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4. If ΓG has six end vertices then |G|= 24,36,72 or G∼= Z7,Z2
⊕

Z2
⊕

Z3,Z12,Z14,〈
b,c,d : b2 = c3 = d3 = 1,cd = dc,cb = bc,bdb−1 = d−1

〉
,

v
〈
a,b : a12 = b2 = 1,bab−1 = a−1

〉∼= D12,〈
a,b : a12 = b2 = 1,bab−1 = a5

〉
,〈

a,b : a12 = 1,b2 = a6,bab−1 = a−1
〉
,〈

a,b : a12 = 1,b2 = a6,bab−1 = a5
〉
,〈

a,b : a12 = 1,b2 = a3,bab−1 = a−1
〉∼= 〈a,b : a12 = 1,b2 = a−3,bab−1 = a−1

〉
,〈

a,b : a12 = 1,b2 = a3,bab−1 = a5
〉∼= 〈a,b : a12 = 1,b2 = a−3,bab−1 = a5

〉
,〈

a,b : a14 = b2 = 1,bab−1 = a−1
〉∼= D14,〈

a,b : a14 = 1,b2 = a7,bab−1 = a−1
〉
.

5. ΓG has seven end vertices iff G∼= Z2
⊕

Z2
⊕

Z2,Z2
⊕

Z4,Z8,Q4,D4.
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Abstract

Suppose F be a (3,6)-Fullerene graph with n vertices, namely a planar 3-regular graph have
triagonal and hexagonal faces. If A be adjacency matrix of F and λ1, ...,λn be eigenvalue of A
we know the energy of a graph is:E(G) = ∑

n
i=1 |λi|. In this paper we consider an infinie class of

fullerene graph with 8n vertices and find suitable labeling that be centrosymmetric. Finally with
suitable blocking and by properties of centrosymmetric matrix, find a upper bound of energy of
infinite class of this fullerene.

Keywords: Centrosymmetric matrix, labeling, fullerene graph, energy.
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Abstract

Suppose F be a (3,6)-Fullerene graph with n vertices, namely a planar 3-regular graph have
triagonal and hexagonal faces. We know from Euler’s formula, number of triangle in these graphs
be four. Diastance between two x and y vertices be length of shortest path between x and y, and
has been shown d(x,y). Consider W (F) be half sum of distances between vertices exclusively and
Define average of distance of F be µ(G) =

W (F)

(n
2)

. Generally this invariant problem in fullerene

graphs be unsolved. In this paper we consider an infiinite class of (3,6)-fullerene graph with 8n
vertices and compute average distance of them. By this value, we present some bound of invariant
of this graphs.
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Abstract

Statistical modeling is a crucial issue in scientific data analysis. Models are used to represent
stochastic structures, predict future behaviour, and extract usful information from data. Many
researchers in medicine, engineering, social sciences and economics, planning, management, ge-
ography, physics, mathematics, statistics and other sciences to conduct an investigation, according
to the data available for the test under consideration requires notice to the selection criteria models
are suitable. When the correct model is unknown, the researchers proposed a family of models
to find the closest model is the correct model, it is necessary to define a criterion for unbiased
information. This paper examines the information criteria AIC and AICc deals.

Keywords: Bias, information criterion, Kullback-Leibler risk.

MSC(2010): Primary: 94A15; Secondary: 65F05, 46L05, 11Y50.

1 Introduction
Statistical modeling is used for investigating a random phenomenon that is not completely pre-
dictable. One of the criteria that have usage of the frequency in model selection is Kullback-Leibler
(KL) information criterion (see Kullback and Leibler 1951). This information criterion was in-
troduced as one risk in model selection. Akaike (1973) introduced information criterion, AIC as
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asymptotically the unbiased of an estimator for the second term the KL risk and to form penalty
likelihood function. Akaike stated modeling is not only finding a model which describes the be-
havior of the observed data, but it is main aim is predicted as a possible good, the future of the
process under investigation. The during these years has been made the corrections on penalty term,
and criteria such as AIC (Akaike 1973), TIC (Takeuchi 1976), are introduced. In section 2, is stated
the Kullbake-Liebler risk and a consistent information criterion is proposed instead of the AIC. In
section 3, information criterion A′ICc is proposed instead of the AICc. In section 4, we present the
main results.

2 Kullback-Leibler (KL)
Let X = (X1, ...,Xn) is a i.i.d random sample from true model and unknown, h(.) and the family
Fθk = { f (.;θk) = fθk ;θk ∈ Θ ⊆ Rk} from offered models has been considered for approximate true
model. The family Fθk is well specified, if there is a θ0 ∈Θ such that h(.) = f (.;θ0) ; otherwise it is
mis specified. The KL risk definds for generate model and unknown h(.), and offered model, fθk as:

KL(h, fθk) = Eh[log(
h(.)

f (.;θk)
)] = Eh[logh(.)]−Eh[log f (.;θk)] (1)

The expectation is taken with respect to the unknown model h(.). The first term in the right hand
side of (1) is called irrelevant part, because it does not depend on θk , and the second term is called
relevant part. Based on the properties of the KL risk, the smaller value showed the closeness of
the offered model to the unknown and true model. Therefore the problem reduces to obtain a good
estimate of the expected log-likelihood. Since the expectation is with respect to the model with
unknown parameters, one estimator is Eh{log f (.; θ̂n)}= 1

n ∑
n
i=1 log f (Xi; θ̂n). So that θ̂n is the max-

imum likelihood estimator of θk and f (.; θ̂n) is the maximum likelihood function.
The general form of the information criterion that has been shown by IC, as:

IC = -2 (log-likelihood of statistical model - bias estimator)=−2l f (θ̂n) +2 bias estimator.

Akaike, when offered family is well specified, size of bias is estimated with dimensional param-
eter θ̂n , means k, and Akaike information criterion, is stated as: AIC =−2l f θ̂n +2k.
With attention to form the AIC by increasing the number of parameters in the offered model the
penalty term, 2k will be increased and the term -2∑

n
i=1 log f (Xi; θ̂n) will be decrease. Penalty term is

constant to chance of size sample in the information criterion AIC, and by increasing the size sample,
AIC can not distinguish the true model with the probability one. Therefore this problem is the same
concept of inconsistency for an information criterion. Following the inconsistency of information
criterion AIC, based on the definition similar to the definition of AIC, a consistent of information
criterion which called A′IC has presented. Akaike information criterion, by Akaike for model selec-
tion is introduced, but this useful criterion is inconsistent (see Akaike 1973). In this selection the
bias term has used in the general form information criterion is considered from another perspective.
We obtain the information criterion that furthermore has nice specials the information criterion AIC,
it is also consistent. In the beginning the bais of the log-likelihood function as follows:

b = Eh{log f (.; θ̂n)−nEh{log f (Z; θ̂n)},

so that Z is a random variable i.i.d with X ′i s. In the second term of the right hand side the inner
expectation is calculated with respect to h(z) and the outer expectation is calculated with respect to
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h(x). By evaluating the bias it is composed as follows:

b = Eh{log f (.; θ̂n)− log f (.;θ0)}+Eh{log f (.;θ0)−nEh{log f (Z;θ0)}}

+nEh{Eh{log f (Z;θ0)−Eh{log f (Z; θ̂n)}}= b1 +b2 +b3.

We calculate the three expectations separately b1, b2 and b3.
a) For calculation of b1 by writing l f (θ0) = log f (.;θ0) and by applying a Taylor series expansion
around the maximum likelihood estimator θ̂n , we have

l f (θ0) = l f (θ̂n)+(θ0− θ̂n)
T ∂ l f (θ)

∂θ
|
θ=θ̂n

+
1
2
(θ0− θ̂n)

T ∂ 2l f (θ)

∂θ∂θ T |θ=θ̂n
(θ0− θ̂n)+op(1) (2)

op(1) is expression of quantity that in the probability tends to zero. With attention to, the ∂ l f (θ)

∂θ
|
θ=θ̂n

=

0 and 1
n

∂ 2l f (θ)

∂θ∂θ T |θ=θ̂n
is converge to J(θ0). ( for more study see Akaike 1973).

So, J(θ0) =−Eh[
∂ 2l f (θ)

∂θ∂θ T ] |θ=θ0 Thus, the relation above can be approximated, as:

l f (θ̂n)− l f (θ0)≈
n
2
(θ0− θ̂n)

T J(θ0)(θ0− θ̂n)+op(1)

This based on the b1 can be written as follow:

b1 ≈ Eh{
n
2
(θ0− θ̂n)

T J(θ0)(θ0− θ̂n)} (3)

b) The b2 does not contain an estimator and it can easily be written as;

b2 = Eh{log f (.;θ0)−nEh{log f (Z;θ0)}}= 0 (4)

c) For calculation of value the b3 first, the phrase Eh{log f (Z;θ0)} be definded equally of Ω(θ̂n). By
using from Taylor expectation Ω(θ̂n) around θ0 we have:

Ω(θ̂n) = Ω(θ0)+(θ̂n−θ0)
T ∂Ω(θ)

∂θ
|θ=θ0 +

1
2
(θ̂n−θ0)

T ∂ 2Ω(θ)

∂θ∂θ T |θ=θ0 (θ̂n−θ0)+op(1)

with attention to the ∂Ω(θ)
∂θ
|θ=θ0= 0. Thus when n tends to infinity, the relation above can be

approximated as:

Ω(θ̂n)≈Ω(θ0)+
1
2
(θ̂n−θ0)

T J(θ0)(θ̂n−θ0)+op(1)

Thus the b3 can be written as:

b3 ≈
n
2

Eh{(θ̂n−θ0)
T J(θ0)(θ̂n−θ0)} (5)

If the family of Fθk is well specified, with attention to quadratic forms in relations (3) and (5), that
converge to centrally distributed chi-square with k degrees of freedom. Therefore b1 and b3 can be
written as:

b1 = b3 =
n
2

k (6)

So by combining of b1 and b3 , in relation (6) and , in relation (4), bias the b is as follow: b =
b1 +b2 +b3 = nk. With replacing the value of b in the general form of the information criterion, the
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offered information criterion called, A′IC is obtained as: A′IC =−2l f (θ̂n)+2nk.
In the offered information criterion A′IC, penalty term 2nk changes will change with sample size
changes. So, if sample size will be very large, information criterion A′IC, with the probability of
one, find the true model data. In other words information criterion A′IC, is the only consistent
information criterion, that has been obtained based on Kullback-Leibler risk. (For further study
about the consistency of an information criterion, see Hu and Shao 2008).

3 Information criterion AICc
The AIC penalizes for the addition of parameters, and thus selects a model that fits well but has a
minimum number of parameters (i.e., simplicity and parsimony). For small sample sizes (i.e. n

k <
40), the second-order Akaike Information Criterion(AICc) should be used instead:

AICc =−2(log− likelihood)+2k+
2k(k+1)
n− k−1

= AIC+
2k(k+1)
n− k−1

where n is the sample size. As sample size increases, the last term of the AICc approaches zero,
and the AICc tends to yield the same conclusions as the AIC (Burnham and Anderson 2002). By
attention to information criterion A′IC, information criterion A′ICc is proposed instead of the AICc.

A′ICc =−2(log− likelihood)+2nk+
2k(k+1)
n− k−1

+2k−2k = A′IC+
2k(k+1)
n− k−1

.

4 Main Results
The Akaike information criterion (AIC) is a measure of the relative quality of a statistical model, for
a given set of data. As such, AIC provides a means for model selection. The AIC can not distinguish
the true model with the probability one. Therefore this paper a consistent information criterion is
proposed instead of the AIC, and also information criterion A′ICc is proposed instead of the AICc.
for future research to further explore the information criteria AIC, A′IC , AICc and A′ICc in different
models to be compared, and the principle of parsimony and goodness of fit can be examined.
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Abstract

Information theory is a branch of applied mathematics, electrical engineering, and computer
science involving the quantification of information. Information theory was developed by Claude
E. Shannon to find fundamental limits on signal processing operations such as compressing data
and on reliably storing and communicating data. Since its inception it has broadened to find ap-
plications in many other areas, including statistical inference, natural language processing, cryp-
tography, neurobiology, the evolution and function of molecular codes, model selection in ecol-
ogy, thermal physics, quantum computing, linguistics, plagiarism detection, pattern recognition,
anomaly detection and other forms of data analysis. Theory of information in all applications.
This article briefly describe some of the information theory Deals.

Keywords: Entropy, estimation theory, Kullback-Leibler.
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1 Introduction
A key measure of information is entropy, which is usually expressed by the average number of
bits needed to store or communicate one symbol in a message. Entropy quantifies the uncertainty
involved in predicting the value of a random variable. For example, specifying the outcome of a fair
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coin flip (two equally likely outcomes) provides less information (lower entropy) than specifying
the outcome from a roll of a die (six equally likely outcomes). Applications of fundamental topics
of information theory include lossless data compression (e.g. ZIP files), lossy data compression
(e.g. MP3s and JPEGs), and channel coding (e.g. for Digital Subscriber Line (DSL)). The field is
at the intersection of mathematics, statistics, computer science, physics, neurobiology, and electrical
engineering. Its impact has been crucial to the success of the Voyager missions to deep space, the
invention of the compact disc, the feasibility of mobile phones, the development of the Internet, the
study of linguistics and of human perception, the understanding of black holes, and numerous other
fields. Important sub-fields of information theory are source coding, channel coding, algorithmic
complexity theory, algorithmic information theory, information-theoretic security, and measures of
information. Information theory to include, Coding theory [1], Detection theory [2], Estimation
theory [3] , Fisher information [4], Information theory and measure theory [5], deals. In this article,
we briefly review the information theory. In section 2, is stated quantities of informations, In section
3, is presented Kullback- Leibler (KL) divergence, In section 4, is stated estimation theory, In section
5, we present the main results.

2 Quantities of Information
Information theory is based on probability theory and statistics. The most important quantities of
information are entropy, the information in a random variable, and mutual information, the amount
of information in common between two random variables. The former quantity indicates how easily
message data can be compressed while the latter can be used to find the communication rate across a
channel. The choice of logarithmic base in the following formulae determines the unit of information
entropy that is used. The most common unit of information is the bit, based on the binary logarithm.
Other units include the nat, which is based on the natural logarithm, and the hartley, which is based
on the common logarithm. In what follows, an expression of the form p log p is considered by con-
vention to be equal to zero whenever p = 0. This is justified because limp→0+ p log p = 0 for any
logarithmic base.

Entropy of a Bernoulli trial as a function of success probability, often called the binary entropy
function Hb(p). The entropy is maximized at 1 bit per trial when the two possible outcomes are
equally probable, as in an unbiased coin toss. The entropy H, of a discrete random variable X is a
measure of the amount of uncertainty associated with the value of X . Suppose one transmits 1000
bits (0s and 1s). If these bits are known ahead of transmission (to be a certain value with absolute
probability), logic dictates that no information has been transmitted. If, however, each is equally
and independently likely to be 0 or 1, 1000 bits (in the information theoretic sense) have been trans-
mitted. Between these two extremes, information can be quantified as follows. If X is the set of all
messages {x1, ...,xn}, that X could be, and p(x) is the probability of some x ∈X, then the entropy H,
of X is defined: H(X) = EX [I(x)] =−∑x∈X p(x)logp(x). (Here I(x) is the self-information, which is
the entropy contribution of an individual message, and EX is the expected value.) An important prop-
erty of entropy is that it is maximized when all the messages in the message space are equiprobable
p(x) = 1

n most unpredictablein which case H(X) = logn. The special case of information entropy for
a random variable with two outcomes is the binary entropy function, usually taken to the logarithmic
base 2: Hb(p) =−p log p− (1− p) log(1− p).
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2.1 Joint Entropy
The joint entropy of two discrete random variables X and Y is merely the entropy of their pairing:
(X ,Y ). This implies that if X , and Y, are independent, then their joint entropy is the sum of their
individual entropies. For example, if (X ,Y ) represents the position of a chess piece X the row and
Y the column, then the joint entropy of the row of the piece and the column of the piece will be the
entropy of the position of the piece:

H(X ,Y ) = EX ,Y [− log p(X ,Y )] =−∑
x,y

p(x,y) log p(x,y).

Despite similar notation, joint entropy should not be confused with cross entropy [6].

2.2 Conditional entropy (equivocation)
The conditional entropy or conditional uncertainty of X given random variable Y (also called the
equivocation of X about Y ) is the average conditional entropy over Y :

Because entropy can be conditioned on a random variable or on that random variable being a certain
value, care should be taken not to confuse these two definitions of conditional entropy, the former of
which is in more common use [7]. A basic property of this form of conditional entropy is that:

H(X | Y ) = H(X ,Y )−H(Y ).

3 Kullback- Leibler (KL) divergence
Another interpretation of KL divergence is this: suppose a number X is about to be drawn randomly
from a discrete set with probability distribution p(x). If Alice knows the true distribution p(x), while
Bob believes (has a prior) that the distribution is q(x), then Bob will be more surprised than Alice, on
average, upon seeing the value of X. The KL divergence is the (objective) expected value of Bob’s
(subjective) surprisal minus Alice’s surprisal, measured in bits if the log is in base 2. In this way, the
extent to which Bob’s prior is ”wrong” can be quantified in terms of how ”unnecessarily surprised”
it’s expected to make him. Other important information theoretic quantities include Renyi entropy
(a generalization of entropy), differential entropy (a generalization of quantities of information to
continuous distributions), and the conditional mutual information.
The Kullback-Leibler divergence (or information divergence, information gain, or relative entropy)
is a way of comparing two distributions: a ”true” probability distribution p(X), and an arbitrary
probability distribution q(X). If we compress data in a manner that assumes q(X) is the distribu-
tion underlying some data, when, in reality, p(X) is the correct distribution, the Kullback-Leibler
divergence is the number of average additional bits per datum necessary for compression. It is thus
defined

DKL(P(X) || q(X)) = ∑
x∈X
−p(x) logq(x)−∑

x∈X
−p(x) log p(x) = ∑

x∈X
p(x) log

p(x)
q(x)

.

Although it is sometimes used as a ’distance metric’, KL divergence is not a true metric since it is
not symmetric and does not satisfy the triangle inequality (making it a semi-quasimetric) [8].
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4 Estimation theory
Estimation theory is a branch of statistics that deals with estimating the values of parameters based
on measured/empirical data that has a random component. The parameters describe an underlying
physical setting in such a way that their value affects the distribution of the measured data. An esti-
mator attempts to approximate the unknown parameters using the measurements. For example, it is
desired to estimate the proportion of a population of voters who will vote for a particular candidate.
That proportion is the parameter sought; the estimate is based on a small random sample of voters. In
estimation theory, two approaches are generally considered. The probabilistic approach (described
in this article) assumes that the measured data is random with probability distribution dependent
on the parameters of interest. The set-membership approach assumes that the measured data vector
belongs to a set which depends on the parameter vector. For example, in electrical communication
theory, the measurements which contain information regarding the parameters of interest are often
associated with a noisy signal. Without randomness, or noise, the problem would be deterministic
and estimation would not be needed.

5 Main Results
Information theory is known as the mathematical theory of communication, with great features such
as domain general, and basic principles to deal with the problems that brought the simplicity and
robustness of results, are described. The whole idea is so that it can be written in the language,
musical notes, spoken words, pictures and many other related marks are used. In this paper, some
applications of the theory of knowledge is expressed in statistics.
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1 Introduction
In this section we recall some definitions that will be used in the paper. An orientation of a simple
graph G is a sign-valued function σ on the set of ordered pairs {(i, j),( j, i)|i j ∈ E(G)} that specifies
an orientation to each edge i j of G. If i j ∈ E(G), we take σ(i, j) = 1 when i→ j and σ(i, j) = −1
when j→ i. The resulting oriented graph is denoted by Gσ . Both σ and Gσ are called orientations
of G.

The skew-adjacency matrix Sσ = S(Gσ ) of Gσ is the {0,1,−1}-matrix with (i, j)-entry equal
to σ(i, j) if i j ∈ E(G) and 0 otherwise. Thus Si, j = 1 if (i, j) ∈ E(Gσ ), −1 if ( j, i) ∈ E(Gσ ) and 0

otherwise. Let
−→
Uk denote the set of all collections −→u of vertex disjoint dicycles in

−−−→
G(A) (including

loops and digons) that cover precisely k vertices of
−−−→
G(A). For −→u ∈−→Uk, let ∏−→u (A) = ∏(i, j)∈E(−→u ) ai, j,

then

det(A) = (−1)n
∑−→u ∈−→Un

(−1)|
−→u |

∏−→u (A),

where |−→u | denotes the number of dicycles in −→u .
Recall that Uk denotes the set of all collections u of (undirected) vertex disjoint edges and cycles

(of length 3 or more) in G that cover k vertices, and that a routing −→u of u ∈ uk is obtained by
replacing each edge in u by a digon(dicycles of length 2) and each cycle in u by a dicycle. If σ is an
orientation of a simple graph G and −→u is a routing of u ∈Uk, let σ(−→u ) = ∏(i, j)∈E(−→u ) σ(i, j).

We say that −→u is positively oriented (resp. negatively oriented) relative to σ if σ(−→u ) equel 1
(resp. -1), or, equivalently, if an even (resp. odd) number of arcs in −→u have an orientation that is
opposite to that in Gσ . If S = S(Gσ ) is the skew-adjacency matrix of Gσ , then

∏−→u (S) = ∏(i, j)∈−→u si, j = ∏(i, j)∈−→u σ(i, j) = σ(
−→
u).

Also, if the dicycle components (including digons) of−→u are−→ui , i∈ [k], then σ(
−→
u) = ∏

n
i=1 σ(−→ui ).

Now suppose that Ue
k be the set of all members of Uk with no odd cycles. If σ is an orientation

of G and u ∈ Ue
k , let C+(u) (resp. C−(u)) denote the number of cycles in u that are positively

(resp. negatively) oriented relative to σ when u is given a routing −→u . Then C(u) =C+(u)+C−(u)
is the total number of cycles in u. If m(u) is the number of single edge components of u, then
|u|=C(u)+m(u) is the number of components of u.

Definition 1.(see[2]) Given a graph G = (V,E), a matching M in G is a set of pairwise non-adjancent
edges; that is, no two edges share a common vertext. A perfect matching is a matching which
matches all vertices of the graph. That is, every vertex of the graph is incident to exactly one edge
of the matching.

Definition 2. Let G be a simple graph with n vertices and A be the adjacent matrix of G and let λi
(i = 1,2...n) be the eigenvalues of A. Then the energy of the graph is defined as:

E(G) = ∑
n
i=1 |λi|.

The skew-energy of Gσ is the energy of matrix S(Gσ ), that is, E(Gσ ) = ∑λ∈Sp(Gσ ) |λ | (see [3]).

2 Main Results
In this section we abtain some lower bounds for summation of absolute of skew-eigenvalue of some
graphs with conditions are considered. Let PS(x) = det(xI−S) = xn + s1xn−1 + ...+ sn be the char-
acteristic polynomial of a skew-adjacency matrix S associated with an orientation Gσ of G.
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Lemma 3.(see [1]) If S(Gσ ) is an n×n skew-adjacency matrix of the orientation Gσ of a graph G.
Then

1) detS = sn = mn(G)+∑u∈Ue
n ,C(u)>0(−1)C

+(u)2C(u), if n is even, in particular, detS = −sn = 0
if n is odd

2) sn 6 mn(G)2, (when n is even), with equality if and only if each nice even cycle in G is
negatively to σ ,

where mn(G) is the number of perfect matchings in G, c+(U) is the number of cycles in U that are
positively orinted relative to σ and c(U) is the number of cycles in U .

Definition 4. A subgraph H of G is termed nice [2, p. 125] if G−V (H) has a perfect matching.
Note that if u ∈Ue

n and C is a cycle in u, then C must be nice because each of the remaining cycles
in u may be replaced by matchings.

Let G is a graph with exactly one perfect matching such that the number vertex of G is even and
each nice even cycle in G is negatively oriented relative to σ . Thus detS = mn(G)2 and so we have
the following resulte.

Theorem 5.Let G is a graph of order n with conditions saied in above. Then: E(Gσ )> n

Theorem 6. Let G be graph with n vertices,(n is even), and m edges such that each nice even cycle
in G is negatively oriented relative to σ . Then:

E(Gσ )>
√

2m+n(n−1)det(sσ )
2
n

Corollary 7. Let T is a tree with n vertices such that it has exactly one perfect matching, then

1 ) E(T )≥ n

2 ) E(T )≥
√

(n+2)(n−1)
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Dual RSA cryptosystem is essentially two distinct instances of RSA that share the same public
and private exponents. Dual RSA can be used in scenarios that requires two instances of RSA.
Dual RSA includes three variants: Dual RSA Small public key, Dual RSA Small private key and
Dual Generalized Rebalanced (DGR)-RSA. In this paper, we present a new attack on DGR-RSA
based on continued fractions and lattices to break the system.

Keywords: Cryptography, dual RSA, continued fraction, lattice.

MSC(2010): Primary: 94A60; Secondary: 11T71, 14G50.

1 Introduction
RSA cryptosystem is one of the public-key cryptography with a modulus N, such that N is product
of two large unknown primes. This system [1] was introduced by Rivest, Shamir, and Adleman in
1977. Let N = pq be the product of two large primes p,q of the same size. Let e, d be two integers
satisfying ed = 1 mod φ(N) where φ(N) = (p− 1)(q− 1) is the number of integers a, 0 < a < N,
such that (a,N) = 1. We call N the RSA modulus, e the encryption exponent, and d the decryption
exponent. The pairs < e,N > and < d,N > are called the public and private keys, respectively. A
message is an integer M, 0 < M < N. To encrypt M, one computes C = Me mod N. To decrypt the
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cipher text, the receiver computes Cd mod N. Indeed, Cd = Med = M mod N. In order to decrease
the computational costs of decryption in practice, the RSA decryption computations are performed
in modulus of p and q and then combined via the Chinese Remainder Theorem (CRT) to obtain the
desired solution in modulus of N, instead of directly computing the exponentiation in N.

Both encryption and decryption in RSA require only one modular exponentiation. However,
computing an exponentiation modulo N is very costly. In order to solve this problem, Dual RSA [2,
3] was introduced by Sun, Wu, Ting and Hinek in 2007. In fact, whenever two RSA key pairs
are required, Dual RSA can be used to decrease the storage requirements. In Dual RSA, the private
exponent d is replaced by CRT-exponents dp = d mod p−1 and dq = d mod q−1, which reduce the
cost for each exponentiation when d is larger than the primes. As a result, the storage requirements
is to reduce. The security of RSA is based on the integer factorization problem, because if we can
factor N, then RSA can be broken.

Dual Generalized Rebalanced-RSA (DGR-RSA) [2] is a Dual RSA with small public exponent
and small CRT-exponents. In this paper, we are interested in reviewing a new attack on DGR-RSA.
In section II, we review the Dual RSA and present three variants of Dual RSA: Dual RSA small-
e (small public exponent), Dual RSA small-d (small private exponent) and DGR-RSA. In section
III, we present the key generation algorithm for DGR-RSA. Finally, in section IV, we consider the
security of DGR-RSA.

2 Dual RSA
The following two remarks can be seen easily from the number theory [4].

Remark 2.1. Let |x| be the bit-length of any x ∈ N. Thus, we have 2|x|−1 ≤ x < 2|x|.

Remark 2.2. For s = p+q−1, we have N−φ(N) = s.

Dual RSA is essentially two distinct instances of RSA that share the same public and private
exponents. Combining one instance of RSA with public key (e,N1) and private key (d, p1,q1) with
other instance public key (e,N2) and private key (d, p2,q2), results one Dual RSA instance with
public key (e,N1,N2) and private key (d, p1,q1, p2,q2), where e and d satisfy ed ≡ 1 mod φ(N1)
and ed ≡ 1 mod φ(N2). By these two relations, it follows that there exists two positive integer k1
and k2 such that {

ed = 1+ k1φ(N1) = 1+ k1(N1− s1)
ed = 1+ k2φ(N2) = 1+ k2(N2− s2)

(2.1)

The equations 2.1 are called the Dual RSA key equations or simply the key equations. We can
replace the private exponent d with dp = d mod p− 1 and dq = d mod q− 1, where dp and dq are
called the CRT-exponents. Whenever small CRT-exponents are used, the Dual version has public
key (e,N1,N2) and private key (dp,dq, p1,q1, p2,q2), where e, dp and dq satisfy edp ≡ 1 mod pi−1
and edq ≡ 1 mod qi−1 for i = 1,2. By these relations, it follows that there exists positive integers
kp1 , kq1 , kp2 and kq2 such that{

edp = 1+ kp1(p1−1) = 1+ kp2(p2−1)
edq = 1+ kq1(q1−1) = 1+ kq2(q2−1) (2.2)

The equations 2.2 are called the Dual RSA-CRT equations or simply the CRT equations. Dual RSA
includes three variants: Dual RSA small-e, Dual RSA small-d and DGR-RSA that each consists of

78



three algorithms: key generation, encryption and description. Encryption for each scheme follows
by the standard method. That is, a plain text massage M, 0<M <N, is encrypted by C =Me mod N,
and decrypted by using the CRT.

3 Dual Generalized Rebalanced-RSA
In this section, we consider a Dual RSA with a small public exponent and small CRT-exponents,
which is called a DGR-RSA. We present key generation algorithm that takes (ne,nd ,nk,n) as input
(with ne <

n
2 and ne +nd = n

2 +nk) and outputs a valid public/private key pair with an ne-bit public
exponent, an nd-bit private exponent and n-bit modulo. The value nk is a security parameter which
is the bit-length of the constants kpi and kqi (for i = 1,2) in 2.2. The following result from number
theory will be used in the key generation algorithm.

Theorem 3.1. Let a and b be two coprime integers, i.e. (a,b) = 1. For every integer h there
exists a unique pair of integers (uh,vh) satisfying auh− bvh = 1, where (h− 1)b < uh < hb and
(h−1)a < vh < ha.

The DGR-RSA key generation algorithm, with (ne,nd ,nk,n) as input, is as follows.

1. Randomly select an ne-bit integer e and let k be the smallest integer larger than (n/2−ne)/nk,
i.e k = d(n/2−ne)/nke.

2. Randomly select k− 1 nk-bit integers pa1 , . . . , pa(k−1) and an even integer pak such that pa =

pa1 . . . pa(k−1) pak has bit-length (n/2−ne) and (e, pa) = 1.

3. Randomly select an nk-bit integer kp1 such that (e,kp1) = 1.

4. Based on theorem 3.1, compute dp and pb such that edp = (kp1 pa)pb +1, where e < pb < 2e
and kp1 pa < dp < 2kp1 pa. If p1 = pa pb +1 not be prime then go to step 3.

5. If (kp1 pa pb/pai′ ) + 1 be prime for some 1 ≤ i′ ≤ k− 1 then let p2 = (kp1 pa pb/pai′ ) + 1.
Otherwise, go to step 3.

6. Randomly select k− 1 nk-bit integers qa1 , . . . ,qa(k−1) and an even integer qak such that qa =

qa1 . . .qa(k−1)qak has bit-length n/2−ne and (e,qa) = 1.

7. Randomly select an nk-bit integer kq1 such that (e,kq1) = 1.

8. Based on theorem 3.1, compute dq and qb such that edq = (kq1qa)qb + 1, where e < qb < 2e
and kq1qa < dq < 2kq1qa. If q1 = qaqb +1 not be prime then go to step 7.

9. If (kq1qaqb/qa j′ )+1 be prime for some 1≤ j′ ≤ k−1 then let q2 = (kq1qaqb/qa j′ )+1. Oth-
erwise, go to step 7.

10. Let N1 = p1q1, N2 = p2q2, kp2 = pai′ and kq2 = qa j′ .

The relations in the above algorithm are logical, because:

edp = 1+ kp1(p1−1) = 1+ kp1(pa pb) = 1+ kp1(pa1 . . . pai′ . . . pak pb)
= 1+ pai′ (pa1 . . .kp1 . . . pak pb) = 1+ kp2(p2−1)

for some i′ ∈ {1, . . . ,k− 1}. Similarly edq = 1 + kq1(q1 − 1) = 1 + kq2(q2 − 1) for some j′ ∈
{1, . . . ,k−1}, where kq2 = qa j′ .
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4 Security of Dual Generalized Rebalanced-RSA
In this section, we present an attack when the security parameter in the key generation algorithm is
small (i.e., nk is small). In this attack, the following theorems will be used.

Theorem 4.1. Let a, b, c and d be some integers satisfying | ab −
c
d | <

1
2d2 . Then c

d is one of the
convergents in the continued fraction expansion of a

b .

Theorem 4.2. Let f (x1, . . . ,xr) be a linear polynomial with integer coefficients. Let X1, . . . ,Xr be
positive integers, W = ‖ f (x1X1, . . . ,xrXr)‖2 and N be a sufficiently large integer with unknown
factorization. Given (y1, . . . ,yr) ∈ Zr satisfying |y1| < X1, . . . , |yr| < Xr, if (y1, . . . ,yr) is a root of
f and ∏

r
i=1 Xi < W , or if (y1, . . . ,yr) is a root of f modulo N and ∏

r
i=1 Xi < N then for sufficiently

large W or N, respectively, we can compute (y1, . . . ,yr) in polynomial time, provided a common
assumption about the algebraic independence of reduced vectors holds.

In key generation algorithm, the following relations hold.

N1 = p1q1 N2 = p2q2
p1 = pa pb +1 p2 = pa′ pb +1
q1 = qaqb +1 q2 = qa′qb +1
pa = pa1 pa2 . . . pa(k−1) pak pa′ =

pakp1
pai′

qa = qa1qa2 . . .qa(k−1)qak qa′ =
qakq1
qa j′

for some i′, j′ ∈ {1,2, . . . ,k−1}, where k = d(n/2−ne)/nke, kp2 = pai′ and kq2 = qa j′ . Further, the
maximum size of each parameter is shown in the following table.

parameters bitlength max size
p1,q1, p2,q2

n
2 2

n
2

pai ,qai ,kp1 ,kq1 nk 2ne+nd− n
2

pa, pa′ ,qa,qa′
n
2 −ne 2

n
2−ne

pb,qb ne 2ne

Table 1: bit-length and max size

In continue, by Theorem 4.2, it is verified that for large enough N1, we will be able to recover
some factor N1 and N2.
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The purpose of this paper is to computing of fundamental relations of (general)hypergroups.
In this regards first we study some basic properties of fundamental relation of hypergroups, then
we show that any given group is isomorphism to the fundamental group of a nontrivial hyper-
group. Especially any abelian group is isomorphic to a fundamental group of a commutative
hypergroup. Finally we study the connections between categories of hypergroups and groups via
the fundamental relation.
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1 Introduction
The theory of hyperstructures has been introduced by Marty in 1934 at the 8th Congress of the
Scandinavian Mathematicians [9]. Marty introduced hypergroups as a generalization of groups.
He published some notes on hypergroups, using them in different contexts as algebraic functions,
rational fractions, non commutative groups and then many researchers have been worked on this
new field of modern algebra and developed it. A short review of the theory of hypergroups appears
in [2]. The relation β (resp. β ∗) was introduced on hypergroups by Koskas [8] and was studied
mainly by Corsini [2] and Vougiouklis [12]. Freni in [4] proved that in hypergroups the relation
β is transitive. Recently, Freni in [5] introduced the relation Γ as a generalization of the relation
β and proved that in hypergroups, the relation Γ is transitive. In [1], Davvaz, et.al are introduced
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the smallest equivalence relation ν∗ on a hypergroup H such that the quotient H
ν∗ , the set of all

equivalence classes, is a nilpotent group and in this paper the characterization of nilpotent groups
via strongly regular relations is investigated and several results on the topic are presented.

In this paper, we compute the fundamental groups via the fundamental relations and work on
commutative hypergroups and try to show that any abelian group is a fundamental group of a com-
mutative hyper group with underling abelian group.

2 Preliminaries
In this section we recall some definition and results from [2, 12], which we need to development
of our paper. Suppose G be a nonempty set and P∗(G) be the family of all nonempty subset of G,
every function ◦i : G×G −→ P∗(G) where i ∈ {1,2, . . . ,n} and n ∈ N are called hyperoperation.
For all x, y of G, ◦i(x,y) is called the hyperproduct of x, y. An algebraic system (G,◦1,◦2, . . . ,◦n)
is called a hyperstructure and binary structure (G,◦) endowed with only hyperoperation is called a
hypergroupoid. For any two nonempty subsets A and B of G and x ∈ G:

A◦ B =
⋃

a∈A,b∈B

a◦ b, A◦ x =
⋃
a∈A

a◦x and x◦ B =
⋃
b∈B

x◦ b

Recall that a hypergroupoid (G,◦) is called a semihypergroup if for any x,y,z ∈ G,(x ◦ y) ◦ z =
x ◦ (y◦ z) and semihypergroup (G,◦) is a hypergroup if satisfies in reproduction axiom, i.e. for any
x ∈ G,x ◦G = G◦ x = G. If G is commutative with respect to (◦) , then we call it is a commutative
hypergroup. Let G1 and G2 be two hypergroups. The map f : G1 → G2 is called an inclusion
homomorphism if for all x,y ∈ G, f (x ◦ y) ⊆ f (x) ◦ f (y) and f (x.y) ⊆ f (x). f (y) and is called a
strong homomorphism if for all x,y ∈ G, we have f (x◦ y) = f (x)◦ f (y).

3 Fundamental Groups
Let (G,◦) be a hypergroup and ρ is an equivalence relation on G. Letting G

ρ
= {ρ(g) | g ∈ G}, be

the set of all equivalence classes of G with respect ρ . Define a hyperoperation ⊗ as follows:

ρ(a)⊗ρ(b) = {ρ(c) | c ∈ ρ(a)◦ρ(b)}

In [2] it was proved that (G
ρ
,⊗) is a hypergroup if and only if ρ is regular. Moreover, (G

ρ
,⊗) is a

group if and if only ρ is strongly regular ([2]). The smallest equivalence relation, β ∗ on G such
that ( G

β ∗ ,⊗) is a group is called fundamental relation. Let U denote the set of all finite product of
elements of G. Define relation β on G by

aβb⇐⇒∃u ∈U : {a,b} ∈ u

In [2] it was proved that β ∗ is the transitive closure of β , and ( G
β ∗ ,⊗) is called the fundamental

group of (G,◦). In [2] it was rewrited the definition of β ∗ on G as follows:

aβ
∗b⇐⇒∃z1 = a,z2, ...,zn = b ∈ G; and u1,u2..,un ∈U such that{zi,zi.1} ∈ ui for any 1≤ i≤ n

Fundamental relation plays an important role in theory of algebraic hyperstructure.(for more see
[2, 6, 7, 10, 11]). Let us first survey some simple results on hypergroups such that we will apply in
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the next sections. Now, briefly introduce the category of hypergroup. Category H-gr, consists of the
following data:
Objects: (G,◦),(H,◦), . . . that are hypergroups.
Arrows: f ,g, . . . that are good homomorphisms.
For each arrow f : (G,◦)−→ (H,◦) there are given objects dom( f ) = G and cod( f ) = H and called
domain and codomain.
Given arrows f : (G,◦)−→ (H,◦) and g : (H,◦)−→ (T,◦), that with cod( f ) = dom(g), there is an
arrow g ◦ f : G −→ T called the composite of f and g and for any arrows h : (G,◦) −→ (H,◦),g :
(H,◦)−→ (T,◦), f : (T,◦)−→ (M,◦) have ( f ◦g)◦h = f ◦ (g◦h).
For object G there is given an arrow 1 : G −→ G and called identity arrow of G and for any arrow
f : G−→ G have f ◦1 = 1◦ f = f .

Let G×H denote the cartesian product of G and H. If (G,◦G) and (H,◦H) are two hypergroups.
Then, we define hyperoperation ” ◦ ” on G×H by (r,s) ◦ (r′,s′) = {(a,b) | a ∈ r ◦G r′,b ∈ s ◦H s′}.
Let (G,◦G) and (H,◦H) be two hypergroups. Then (G×H,◦) is a hypergroup.

Theorem 3.1. [3] Let (G,◦) and (H,◦) be two hypergroups. For fundamental relations β ∗
G

, β ∗
H

and

β ∗
G×H

, we have (G×H,◦)
β ∗

G×H

∼= (G,◦)
β ∗

G
× (H,◦)

β ∗
H

.

Corollary 3.2. Let for 1 ≤ i ≤ n, (Gi ,◦) be hypergroups, and β ∗
i

’s be fundamental relations on
Gi ’s. Then,

(G1 ×G2 × . . .×Gn ,◦)
β ∗

G1×G2×...×Gn

∼=
(G1,◦,)

β ∗
1

× (G2,◦,)
β ∗

2

× . . .× (Gn,◦,)
β ∗n

4 Computing of Fundamental Groups
Theorem 4.1. In H-gr there exists product and for two object G and H triple ((G×H,◦),πG,πH ) is
a product.

Lemma 4.2. Let (G,�), (H,�′) be hypergroups and f : (G,�)→ (H,�′) be a homomorphism.
Then the following statements are satisfied:
(i) For any x,y ∈ G, xβ ∗y implies that f (x)β ∗ f (y);
(ii) If f is an injection, then for any x,y ∈ G, f (x)β ∗ f (y) implies that xβ ∗y;
(iii) If f is a bijection, then for any x,y ∈ G, xβ ∗y if and only if f (x)β ∗ f (y);
(iv) If f is a bijection. Then for any x ∈ G, f (β ∗(x)) = β ∗( f (x)).

Corollary 4.3. Let (G1,�1) and (G2,�2) be isomorphic hypergroups. Then ( (G1,�1)
β ∗ ,⊗)∼=( (G2,�2)

β ∗ ,⊗).

Definition 4.4. A group (G, .) is said to be a fundamental group if there exists a nontrivial hyper-
group say, (H,�) such that ( (H,�)

β ∗ ,⊗) ∼= (G, .). In other words, it is equal to the fundamental of
nontrivial hypergroup up to isomorphic.

Remark 4.5. We know that on any group (G, .), if define a binary hyperoperation ”� ” as x�
y = {x.y} such that is singleton, then (G,�) is a trivial hypergroup. Therefore, its fundamental
group is isomorphic with to (G, .). In the following, we define a nontrivial hypergroup such that its
fundamental group, be isomorphic with to given group (G, .).

Lemma 4.6. Let (G, .) be a group. Then for any group (H, .), there exist a binary hyperoperation
”� ” on group G×H such that (G×H,�) is a hypergroup.
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Remark 4.7. (i) The hypergroup (G×H,�) is called the associated hypergroup to G via H (or
shortly associated hypergroup) and denote by GH .
(ii) The mapping ϕ : G−→ GH by ϕ(g) = (g,1) is an embedding.
(iii) GH is a hypergroup with identity.
(iv) H = Z and we denote GH by G.
(vi) For H = Z2,GH is the smallest associated hypergroup.

Theorem 4.8. Let (G1, .) and (G2, .) be isomorphic groups. Then, for any group (H, .), G1H and
G2H are isomorphic hypergroups.

Theorem 4.9. Every group is a fundamental group.

Theorem 4.10. Let G and H be two sets such that |G| = |H|. If (G,�) is a hypergroup, then there
exist a hyperoperation ”�′ ” on H , such that (G,�) and (H,�′), are isomorphic hypergroups.

Corollary 4.11. Let (G, .) be a group of infinite order (|G|= ∞). Then there exists a hyperoperation
”� ” on G such that (G, .) is fundamental group of itself.( (G,�)

β ∗
∼= (G, .))

Theorem 4.12. Every finite group is not its fundamental group.

Lemma 4.13. Let (n,k) = d, where n,k ∈ Z. Then in cyclic group (Zn,+), o(k) = n
d .

Theorem 4.14. Let n ∈ N. For any k < n, there exists hyperoperation ◦k on Zn such that (Zn,◦k) is
a hypergroup.

Corollary 4.15. Let n,k ∈ N. Then for any m≤ n,(Zm,◦k) is a subhypergroup of (Zn,◦k).

Theorem 4.16. Let n ∈ N. For any k < n, there exists a hyperoperation ” ◦k ” on Zn, such that
( (Zn,◦k)

β ∗ ,⊕)∼= (Z(n,k),+).

Theorem 4.17. Let n∈Z. Then, there exist hyperoperation ◦n on Z such that (Z,◦n) is a hypergroup.

Theorem 4.18. Let n ∈ N. Then there exists a hyperoperation ” ◦n ” on Z, such that ( (Z,◦n)
β ∗ ,⊕) ∼=

(Zn,+).

Theorem 4.19. Any finite abelian group is a fundamental group.

Proposition 4.20. (Z,+) is a fundamental group.

Theorem 4.21. Every finitely generated abelian group is a fundamental group.

5 On Fundamental Functor of Category of Hypergroups
In this section we apply the results obtained of previous sections and define a functor of category
H-gr (category of hypergroups) to category Grp(category of groups) as fundamental functor and
investigate some properties of fundamental functor. In last we show that H-gr and Grp are not
isomorphic.

Theorem 5.1. Let (H,◦) be a hypergroup. If (K,◦) is a subhypergroup of (H,◦), then (K,◦)
β ∗ is a

subgroup of (H,◦)
β ∗ .
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Lemma 5.2. (i) : Every singleton can be an object in Grp.
(ii) : Every nonempty set can be an object in H-gr.

Theorem 5.3. (i) In Grp, the singletons are zero objects.
(ii) In H-gr, the singletons are terminal objects.
(iii) H-gr has not zero object.

Corollary 5.4. The categories H-gr and Grp are not isomorphic.

Definition 5.5. For categories H-gr and Grp, define a categorical morphism as follows:

F : H-gr −→ Grp by F(G) = (
G
β ∗

,⊗) (5.1)

where, (G,◦) is a hypergroup and for any homomorphism f : (G1,◦)−→ (G2,◦), we define

F( f ) : (
G1

β ∗
,⊗)−→ (

G2

β ∗
,⊗) by F( f ) = β

∗( f ) (5.2)

we show that F is fundamental and call fundamental functor .

Theorem 5.6. F is a functor of H-gr to Grp.

Theorem 5.7. The fundamental functor preserves terminal object.

Theorem 5.8. The fundamental functor preserves binary products.

Theorem 5.9. The fundamental functor is not faithful.

Theorem 5.10. The fundamental functor is surjective on objects.

Theorem 5.11. The fundamental functor is not injective on objects.
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In this paper, we consider the notions of T M-algebras and Quasi hyper TCK-algebras, give
some related results, introduce the relation β on hyper BCK-algebras and let β ∗ be the transitive
closure of β . Then by considering the concept of strongly regular equivalence relation (fundamen-
tal relation) β ∗ on quasi hyper BCK-algebras, we define the notion of fundamental T M-algebra
and we prove that any countable T M-algebra is a fundamental T M-algebra and infinite countable
T M-algebra is a fundamental T M-algebra of itself.
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1 Introduction
The study of BCK-algebras was initiated by Y. Imai and K. Iseki [11] in 1966 as a generalization of
the concept of set-theoretic difference and propositional calculi. Since a great deal of literature has
been produced on the theory of BCK-algebras. In [13] Borzooei, et al. applied the hyperstructures
to BCK-algebras, and introduced the concept of a hyper BCK-algebras which is a generalization of a
BCK-algebra and investigated some related properties. They introduced the notions of hyper BCK-
ideals and weak hyper BCK-ideals and gave relations between theorem. Y.B. Jun et al, [12] gave a
condition for a hyper BCK-algebra to be a BCK-algebra and introduced the notion of strong hyper
BCK-ideal and reflexive hyper BCK-ideal. It is known that the class of BCK-algebras is a proper
subclass of the class of BCI-algebras. In [1, 2] Q. P. Huand X. Li introduced a wide class of abstract
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algebras as BCH-algebras.They have shown that the class of BCI-algebras is a proper subclass of
the class of BCH-algebras. J. Neggers and H. S. Kim [6] introduced the notion of d-algebras which
is another generalization of BCK-algebras, and also they introduced the notion of B-algebras [7, 8].
Moreover, Y. B. Jun, E. H. Roh and H. S. Kim [3] introduced a new notion, called a BH-algebra,
which is a generalization of BCH/BCI/BCK-algebras. Walendziak obtained the another equivalent
axioms for B-algebra [9]. H. S. Kim, Y. H. Kim and J. Neggers [5] introduced the notion a (pre-)
Coxeter algebra and showed that a Coxeter algebra is equivalent to an abelian group all of whose
elements have order 2, i.e., a Boolean group. C. B. Kim and H. S. Kim [4] introduced the notion of
a BM-algebra which is a specialization of B-algebras. Tamilarasi [17] introduced a class of abstract
algebras as TM-algebras , which is a generalisation of Q/BCK/BCI/BCH-algebras.

Now, in this paper, we consider a nonempty set and construct a quasi hyper BCK-algebra and
T M− algebra with given set and via the fundamental relation prove that any T M-algebra is a fun-
damental T M-algebra. Moreover, show that any infinite countable set convert to a T M-algebra such
that is fundamental T M-algebra of itself, but any finite T M-algebra is not a fundamental T M-algebra
of itself.

2 Preliminaries
Definition 2.1. [11] Let X be a set with a binary operation ”∗ ” and a constant ”0”. Then, (X ,∗,0)
is called a BCK-algebra if it satisfies the following conditions:
(BCI-1) ((x∗ y)∗ (x∗ z))∗ (z∗ y) = 0,
(BCI-2) (x∗ (x∗ y))∗ y = 0,
(BCI-3) x∗ x = 0,
(BCI-4) x∗ y = 0 and y∗ x = 0 imply x = y,
(BCK-5) 0∗ x = 0.
We define a binary relation ” ≤ ” on X by x ≤ y if and only if x ∗ y = 0. Then, (X ,∗,0) is a BCK-
algebra if and only if it satisfies the following conditions:
(BCI-1′) ((x∗ y)∗ (x∗ z))≤ (z∗ y),
(BCI-2′) (x∗ (x∗ y))≤ y,
(BCI-3′) x≤ x,
(BCI-4′) x≤ y and y≤ x imply x = y,
(BCK-5′) 0≤ x.

Definition 2.2. [4] Let X be a set with a binary operation ”∗ ” and a constant ”0”. Then, (X ,∗,0) is
called a T M-algebra if it satisfies the following conditions:
(TM-1) x∗0 = x,
(TM-2) (z∗ x)∗ (z∗ y) = y∗ x.

We define a binary relation ”≤ ” on X by x≤ y if and only if x∗ y = 0.

Theorem 2.3. [17] Let (X ,∗,0) be a TM-algebra. Then for any x,y and z ∈ X , the following hold:
1) x∗ x = 0,
2) (x∗ y)∗ x = 0∗ y,
3) x∗ (x∗ y) = y,
4) (x∗ z)∗ (y∗ z)≤ x∗ y,
5) (x∗ y)∗ z = (x∗ z)∗ y,
6) x∗0 = 0⇒ x = 0,
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7) x≤ y⇒ x∗ z≤ y∗ z and z∗ y≤ z∗ x,
8) x∗ (x∗ (x∗ y)) = x∗ y.

Definition 2.4. [4] Let (X ,∗,0) and (X ′,∗′,0′) be two T M-algebras. A mapping f : X→ X ′ is called
a homomorphism from X into X ′, if for any x,y ∈ X , f (x∗ y) = f (x)∗′ f (y). The homomorphism f ,
is called an isomorphism, if it is onto and one to one.

Definition 2.5. [10] Let H be a nonempty set and P∗(H) be the family of all nonempty subsets of
H. Functions ◦iH

: H ×H −→ P∗(H), where i ∈ {1,2, . . . ,n} and n ∈ N, are called binary hyper-
operations. For all x, y of H, ◦iH

(x,y) is called the hyperproduct of x and y. An algebraic system
(H,◦1H

,◦2H
, . . . ,◦nH

) is called an n-algebraic hyperstructure and structure (H,◦H ) endowed with
only one hyperoperation is called a hypergroupoid. For any two nonempty subsets A and B of hy-
pergropoid H and x ∈ H, we define

A◦H B =
⋃

a∈A,b∈B

a◦H b, A◦H x =
⋃
a∈A

a◦H x and x◦H B =
⋃
b∈B

x◦H b

Definition 2.6. [14] Let H be a non-empty set, endowed with a binary hyperoperation ” ◦ ” and a
constant ”0”. Then, (H,◦,0) is called a quasi hyper BCK-algebra if satisfies the following axioms:
(H1) (x◦ z)◦ (y◦ z)� x◦ y,
(H2) (x◦ y)◦ z = (x◦ z)◦ y,
(H3) x◦H� x.
and a quasi hyper BCK-algebra is called a hyper BCK-algebra, if
(H4) x� y and y� x imply x = y,
for all x,y,z in H, where x� y is defined by 0 ∈ x ◦ y and for every A,B ⊆ H, A� B is defined
by ∀a ∈ A,∃b ∈ B such that a � b. Nontrivial hyper quasi hyper BCK-algebra means that the
hyperoperation ”◦ ” is not singleton.

Nontrivial quasi hyper BCK-algebra means that the hyperoperation ”◦ ” is not singleton.

3 Construct of T M-algebras and Quasi Hyper BCK-algebras
Definition 3.1. Let (X ,◦) be a quasi hyper BCK-algebra and R be an equivalence relation on X . If
A and B are nonempty subsets of X , then
(i) ARB means that for all a ∈ A, there exists b ∈ B such that aRb and for all b′ ∈ B, there exists
a′ ∈ A such that b′Ra′.
(ii) ARB means that for all a ∈ A, and b ∈ B, we have aRb.
(iii) R is called regular on the right (on the left) if for all x of X, from aRb, it follows that (a◦x)R(b◦x)
((x◦a)R(x◦b) respectively).
(iv) R is called strongly regular on the right (on the left) if for all x of X, from aRb, it follows that
(a◦ x)R(b◦ x) ((x◦a)R(x◦b) respectively).
(v) R is called regular (strongly regular) if it is regular (strongly regular) on the right and on the left.
(vi) R is called good, if (a◦b)R0 and (b◦a)R0 imply aRb, for all a,b ∈ X .

Theorem 3.2. In any quasi hyper BCK-algebra H, the following hold:
(a1) x◦ y�{x},
(a2) x◦0�{x},
(a3) 0◦ x�{0},
(a4) 0◦0�{0},
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(a5) (A◦B)◦C = A◦ (B◦C),
(a6) A◦B� A and 0◦A�{0}.
for all x,y,z ∈ H and A,B,C ⊆ H.

Lemma 3.3. Let (X ,≤,0) be a well-ordered set. Then, there exists a binary operation ” ∗ ” on X,
such that (X ,∗,0) is a T M-algebra.

Corollary 3.4. Every countable set can be a T M-algebra.

Theorem 3.5. Let X be an infinite countable set. Then there exist x0 ∈ X and a binary operation
”∗ ” on X andW, such that (X ,∗,x0) and (W,∗,0) are T M-algebras and (X ,∗,x0)

∼= (W,∗,0).

Theorem 3.6. Every set can be a T M-algebra.

Theorem 3.7. Every nonempty set can be a quasi hyper BCK-algebra.

Theorem 3.8. Let X and Y be two nonempty sets and |X |= |Y |. Then for x0 ∈ X and y0 ∈ Y , there
exists a binary hyperoperation ”◦” on X and Y , such that (X ,◦,x0) and (Y,◦,y0) are two isomorphic
quasi hyper BCK-algebras.

Theorem 3.9. Let (A,∗A ,0A) and (B,∗B ,0B) be two TM-algebras. Then there exists a hyperoperation
”◦ ” on A×B, such that (A×B,◦,(0A ,0B)) is a quasi hyper BCK-algebra.

4 Fundamental Relation on Quasi Hyper BCK-algebras
In this section, by define the notion of fundamental relation (strongly regular equivalence relation)
on quasi hyper BCK-algebras, we define the concept of fundamental T M-algebra and we prove that
any countable T M-algebra is a fundamental T M-algebra.

Let (X ,◦) be a quasi hyper BCK-algebra and A a subset of X . Then we let L (A), denote the set
of all finite combinations of elements A with ◦. Now, in the following, the well-known idea of β ∗

relation on hyperstructure [10, 15, 16] is transferred and applied to hyper BCK-algebras.

Definition 4.1. Let (X ,◦) be a quasi hyper BCK-algebra. Then we set:

β1 = {(x,x) | x ∈ X}

and, for every integer n≥ 1, βn is the relation defined as follows:

xβny⇐⇒∃(a1,a2, . . . ,an) ∈ Xn, ∃u ∈L (a1,a2, . . . ,an) such that {x,y} ⊆ u

Obviously, for every n ≥ 1, the relations βn are symmetric and the relation β =
⋃
n≥1

βn is reflexive

and symmetric. Let β ∗ be the transitive closure of β . Then in the following theorem we show that
β ∗ is a strongly regular relation.

Theorem 4.2. Let (X ,◦) be a quasi hyper BCK-algebra. Then β ∗ is a strongly regular relation on
X.

Theorem 4.3. Let (X ,◦) be a weak commutative quasi hyper BCK-algebra. Then, β ∗ is a good
strongly regular relation on X.
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Theorem 4.4. Let (X ,◦) be a quasi hyper BCK-algebra. Then, ( X
β ∗ ,◦) is a TM-algebra, such that

β
∗(x)◦β ∗(y) = {β ∗(z) | z ∈ x◦y} for all x,y ∈ X .

Theorem 4.5. Let (A,◦A) and (B,◦B) be two quasi hyper BCK-algebras. Then,

(A×B,◦A×B)

β ∗
A×B

∼=
(A,◦A)

β ∗
A

× (B,◦B)

β ∗
B

.

Definition 4.6. A T M-algebra (X ,∗,0), is called a fundamental T M-algebra, if there exists a non-
trivial quasi hyper BCK-algebra (H,◦), such that ( (H,◦)

β ∗ ,◦)∼= (X ,∗).

Theorem 4.7. Every TM-algebra is a fundamental BCK-algebra.

Corollary 4.8. Every nonempty set can be a fundamental T M-algebra.

Theorem 4.9. Let (X ,∗,0) be any finite T M-algebra. Then for any hyperoperation ” ◦ ” on X,
such that (X ,◦,0) is a quasi hyper BCK-algebra, there is not any isomorphic between (X ,∗,0) and
( (X ,◦)

β ∗ ,◦), that is (X ,∗,0)� ( (X ,◦,0)
β ∗ ,◦).

Theorem 4.10. Let X be an infinite countable set. Then there exist an operation ”∗ ” and a hyper-
operation ” ◦ ” on X, such that ( (X ,◦,0)

β ∗ ,◦) ∼= (X ,∗,0). That is X is a fundamental T M-algebra of
itself.

Open Problem: If (X ,∗,0) be an infinite non-countable T M-algebra, then is it X as a funda-
mental BCK-algebra of itself?
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Abstract

We study the method of Rosser and Schoenfeld for explicit approximation of Chebychev func-
tions in the theory of distribution of prime numbers. This method based on some computations
over the zeros of the Riemann zeta function and ends in some sharp explicit bounds for the primes
counting function π(x) = ∑p≤x 1 and the nthe prime number pn. We utilize such bounds to study
some problems concerning distribution of prime numbers.
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1 Introduction
The Riemann zeta function is defined for ℜ(s) > 1 by ζ (s) = ∑

∞
n=1 n−s. In his only paper about

prime numbers, B. Riemann extended ζ (s) by analytic continuation to the complex plan with a
simple pole at s = 1 with residue 1, and obtained a functional equation concerning it. The Riemann
zeta function has trivial (real) zeros at the double negative points s = −2n for all n ∈ N, and has
infinitely many nontrivial (nonreal) zeros inside the region 0 ≤ ℜ(s) ≤ 1 (critical strip), which are
symmetric about both the vertical line ℜ(s) = 1

2 (critical line) and the real axis ℑ(s) = 0. The
Riemann Hypothesis (RH) asserts that all nontrivial zeros of ζ (s) lie on the critical line ℜ(s) = 1

2 .
RH is one of the Riemann’s wonderful conjectures about ζ (s), and the only one which still is waiting
for a proof or disproof. Riemann guessed an explicit relation between distribution of primes and
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zeros of the Riemann zeta function. This relation is known as the Riemann’s explicit formula, and
can be formulate as follows

ψ(x+)+ψ(x−)
2

= x− log(2π)− 1
2

log
(

1− 1
x2

)
− lim

T→∞
∑
|γ|≤T

xρ

ρ
. (1.1)

Here the summation is over all nontrivial zeros ρ = β + iγ of the Riemann zeta function and ψ(x) =
∑pm≤x log p. The relation (1.1) suggests that if we obtain some approximations for the sum

∑
|γ|≤T

xρ

ρ
, (1.2)

then we may obtain some approximations for ψ(x). We recall the function θ(x) = ∑p≤x log p and

the elementary relations ψ(x) = ∑
∞
m=1 θ

(
x

1
m
)

and

π(x) =
θ(x)
logx

+
∫ x

2

θ(t)
t log2 t

dt, (1.3)

where π(x) = the number of primes ≤ x.

The above relations describe how we can transfer approximations concerning the sum (1.2) to
approximations concerning the function π(x), and hence primes. This observation is the starting
point of a method due to J.B. Rosser and L. Schoenfeld for approximating the sum (1.2), based one
several numerical and analytic information about the nontrivial zeros of the Riemann zeta function.
Numerical information consists of computational justification of RH for |ℑ(s)| ≤ T0. Rosser and
Schoenfeld used the value T0 = 1‘894‘438.51224. Thanks to the project ZetaGrid, we may take T0 =
29‘538‘618‘432.236. Analytic information consists of explicit zero free regions (regions with no
zero) for ζ (s) of the form σ ≥ 1−B(γ), in which B is a positive (and preferably differentiable) func-
tion. The classical zero free regions are originally due to de la vallée Poussin with B(t)� (log t)−1

and the best known explicit region of this form is due to H. Kadiri with B(t) = 1
5.69693 (log t)−1.

Rosser and Schoenfeld used a classic region with B(t) = 1
9.645908801 (log( t

17 ))
−1. The best known

zero free regions is originally due to Korobov and Vinogradov with B(t)� (log t)−
2
3 (log log t)−

1
3 ,

and the best known explicit region of this type, and in fact the best know zero free region for the
Rimemann zeta function up to now, is due to K. Ford with B(t) = 1

57.54 (log t)−
2
3 (log log t)−

1
3 .

The method of Rosser and Schoenfeld [1] ends in several explicit sharp bounds for the functions
related by primes. The best known bounds for the primes counting function π(x) and the nthe prime
number pn is due to P. Dusart [2]. He applied the method of Rosser and Schoenfeld to prove that

x
logx

(
1+

1
logx

+
1.8

log2 x

)
≤ π(x)≤ x

logx

(
1+

1
logx

+
2.51
log2 x

)
, (1.4)

where the left inequality holds for x≥ 32‘299, and the right inequality holds for x≥ 355‘991. Also,
he proved that

n
(

logn+ log logn−1+
log logn−2.25

logn

)
≤ pn ≤ n

(
logn+ log logn−1+

log logn−1.8
logn

)
, (1.5)

where the left hand side inequality holds for n≥ 2 and the right hand side one holds for x≥ 27‘076.
While we have the above unconditional bounds, it is very important to obtain conditional bounds
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under assumption RH. Among several conditional results, Rosser and Schoenfeld [1] proved that if
we assume RH is true, then for x≥ 2‘657 we have

|π(x)− li(x)|<
√

x logx
8π

where li(x) = lim
ε→0+

(∫ 1−ε

0
+
∫ x

1+ε

)
dt

log t
. (1.6)

Explicit approximations of the above type has wide applications in problems concerning primes. In
the next section we explain some recent results.

2 Main Results

2.1 Means of prime numbers and Mandl’s inequality

Stirling’s approximation for n! implies that limn→∞
A′n
G′n

= e
2 , where A′n and G′n are the arithmetic and

geometric means of the integers 1,2, . . . ,n, respectively. Motivated by the above fact, we study the
behaviour of the similar sequence consisting of the ratio An by Gn, the arithmetic and geometric
means of the prime numbers p1, p2, . . . , pn. Indeed, by using the inequalities (1.4) and (1.5) we
prove the following result.

Theorem 2.1. For n≥ 2 we have

e
2
− 14.951

logn
<

An

Gn
<

e
2
+

9.514
logn

.

Regarding to the above theorem more computational evidences support the following conjectures
concerning the ratio An

Gn
.

Conjecture 1. For n≥ 226 we have An+1
Gn+1

< An
Gn

.
Conjecture 2. There exists a real number α with 0 < α < 9.514, and there exists a positive integer
n0 such that for n≥ n0 we have

e
2
+

α

logn
<

An

Gn
.

The so-called Robert Mandl’s inequality asserts that An <
pn
2 for n≥ 10. By using the inequalities

(1.4) and (1.5) we prove a refinement and a reverse of Mandl’s inequality as follows.

Theorem 2.2. We have
pn

2
− 9

4
n < An <

pn

2
− 1

12
n,

where the left hand side inequality is valid for any integer n > 2, and the right hand side inequality
is valid for any integer n > 10.

2.2 On an inequality of S. Ramanujan
Among his various conjectures and results on the theory of prime numbers, Ramanujan asserts that
the inequality

π(x)2 <
ex

logx
π

(x
e

)
, (2.1)
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holds for x sufficiently large. Originally, this inequality can be found on page 310 in Ramanujan’s
second notebook. As a fast proof, the prime number theorem with error term gives the expansion

π(x) = x
n

∑
k=0

k!
logk+1 x

+O
(

x
logn+2 x

)
, (2.2)

for any integer n≥ 0. Considering this expansion with n = 4, implies

π(x)2− ex
logx

π

(x
e

)
=− x2

log6 x
+O

(
x2

log7 x

)
as x→ ∞,

and this proves (2.1) for x sufficiently large. By utilizing the conditional approximation (1.6) we
obtain the following result.

Theorem 2.3. Assume that the Riemann hypothesis is true. Then the inequality (2.1) is valid for
x≥ 138‘766‘146‘692‘471‘228.

Under assumption of the existence some “very good” upper bounds for the function π(x), we
prove the following.

Theorem 2.4. Assume that π(x)/x=∑
4
k=0 k!/logk+1 x+E where E < b log−6 x for some real number

b with b > 120, and for x ≥ x0. Also, let ε ∈ (0,1/25) is a fixed real number. Then, the inequality
(2.1) is valid for any x > eN , where N = max{2b(1+ε)+73+ε,2.2+132/ε, logx0}. Moreover, we
have N > 530.2.

2.3 A very sharp bound concerning ψ(x)

While the classical zero free regions give approximations like (1.4), we except that regions of
Korobov–Vinogradov type give sharper approximations. In a recent joint investigation, which is
under refereeing, Y. Cheng, G.J. Fox and the author of present note prove the following result.

Theorem 2.5. We have |ψ(x)− x| ≤ E(x), where

E(x)≤

{
7.65x

1
2 (logx)2 28.99≤ x≤ 6.647×1013,

4.87x(logx)2e−
1
97 (logx)

3
5 (log logx)−

1
3 x≥ 6.647×1013.

One may transfer the above bound in terms of π(x) by using the relation (1.3) and the known
inequalities 0.998684x

1
2 < ψ(x)−θ(x)< 1.001102x

1
2 +3x

1
3 , which are valid for x≥ 121 and x > 0

respectively, and then determine the constant of O-term in (2.2) in order to obtain sharp bounds with
satisfactory terms. As the above examples show, such bounds have several applications and allow us
to improve many known results.
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Abstract

We generate several graphs of the Weyl sums involving the several sequences concerning the
values of γn, where γn runs over the imaginary parts of the zeros of ζ (s). Such graphs lead us to
several conjectures about uniform distribution of sequences involving values of γn.
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1 Introduction
The Riemann zeta function is defined for ℜ(s) > 1 by ζ (s) = ∑

∞
n=1 n−s, and extended by analytic

continuation to the complex plan with a simple pole at s = 1. It has trivial (real) zeros at s =−2n for
all n ∈ N, and has infinitely many nontrivial (nonreal) zeros inside the region 0≤ℜ(s)≤ 1 (critical
strip), which are symmetric about both the vertical line ℜ(s) = 1

2 (critical line) and the real axis
ℑ(s) = 0.

An arbitrary real sequence (an)n≥1 is uniformly distributed modulo 1, if for all real numbers
a,b with 0 ≤ a < b ≤ 1 one has #{n ≤ N : {an} ∈ [a,b]} ∼ (b− a)N as N → ∞. Here, {x} =
x−bxc denotes the fractional part of the real number x. An efficient criterion to determine uniform
distribution modulo 1 of a given sequence, due to H. Weyl asserts that the sequence (an)n≥1 is
uniformly distributed modulo 1 if and only if ∑n≤N e(han) = o(N) as N → ∞, for every positive
integer h. Here, and in what follows, we let e(x) = e2πix. It is known that the sequence (αγn)n≥1 is
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uniformly distributed modulo 1, where α 6= 0 is a fixed real number and γn runs over the imaginary
parts of the zeros of ζ (s). Dekking and Mendès France introduced an idea to make visible the
Weyl sums ∑n≤N e(han) for a given real sequence (an)n≥1 and given positive integers h and N, by
drawing a plane curve generated by successively connected lines segment, which joins the point Vn
to Vn+1, where Vn = (S1(n),S2(n)) with S1(n) = ∑k≤n cos(2πhak) and S2(n) = ∑k≤n sin(2πhak), for
1≤ n < N.

In this note, we generate several graphs of the Weyl sums involving the several sequences con-
cerning the values of γn. Since it is not possible to consider all positive integer values of h, hence we
will take h = 1 in all graphs. To generate figures appeared on this paper, we used Maple software to
do several computations running over the numbers (γn)1≤n≤20000, all of which are based on the tables
of zeros of the Riemann zeta function due to A. Odlyzko. The present note is a concise version of
[1].

2 Visual observations and some conjectures

2.1 Sequences concerning polynomial values
Figure 1 shows the graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(γk

n) with k = 2,3,10. Small size of frames
lead us to the following conjecture.
Conjecture 1. For any non-constant polynomial P(x) with real coefficients, the sequence (P(γn))n≥1
is uniformly distributed modulo 1.
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Figure 1: Graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(γk
n) with k = 2,3,10 respectively from left to right

2.2 Sequences concerning rational powers
Figure 2 shows the graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(γr

n) for several rational values of r. A. Fujii
developed a method to obtain uniform distribution modulo 1 of a family of sequences ( f (γn))n≥1
for a wide class of smooth functions f . In particular, his method implies that sequences of the form
(γr

n)n≥1 for any fixed real r ∈ (0,1) are uniformly distributed modulo 1.

2.3 Sequences concerning logγn

The above mentioned family of smooth functions f due to Fujii for which the sequences ( f (γn))n≥1
are uniformly distributed modulo 1 includes a number of logarithmic functions. More precisely, he
asserts that for any fixed arbitrary real number t > 0 the sequences with general terms

(logγn)(logk γn), (logγn)
1+t ,

γn

(logγn)t−1 ,
γn logγn

logk γn
,
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Figure 2: Graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(γr
n) with r = 2/3,7/8,17/20 respectively from left to

right

all are uniformly distributed modulo 1. Here, k≥ 1 is an integer, and logk denotes the k-fold iterative
logarithm function. Also, he remarks that the sequence with general term logγn is not uniformly
distributed modulo 1. Figure 3 shows the graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(an) with an = logγn,
an = γn logγn, an = γn/ logγn and an = n logγn. The sizes of the frames in these graphs led us to the
following conjecture.
Conjecture 2. Sequences with general terms an = γn logγn, and an = n logγn are uniformly dis-
tributed modulo 1.
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Figure 3: Graphs of the Weyl sums ∑n≤5000 e(an) with an = logγn, an = γn logγn, an = γn/ logγn and
an = n logγn, respectively from left to right

2.4 Tornado patterns in space curves
As we mentioned in the above sections, by a theorem of Fujii, sequences with general terms an = γr

n
where r ∈ (0,1), and an = γn/ logγn are uniformly distributed modulo 1. Some of the graphs of
their corresponding Weyl sums in Figure 2, and Figure 3, consist of “S” shape, where many of lines
segment snuggle around two holes and generate S-shape graphs. To detect exactly for which values
of N the graphs of the Weyl sums ∑n≤N e(an) generate such S-shapes, we study the space curve form
of the graphs of the Weyl sums ∑n≤N e(han) for a given real sequence (an)n≥1 and given positive
integers h and N, by drawing a space curve generated by successively connected lines segment,
which joins the point Vn to Vn+1, where Vn = (S1(n),S2(n),n/1000).

In Figure 4, we generate the space curves of the Weyl sums ∑n≤20000 e(an) with an = γ
10/11
n ,

an = γ
17/20
n , and an = γn/ logγn. These curves show more detains of the related S-shape graphs.

They contain some “tornado” patterns, and it seems that as N growths in the related Weyl sums
∑n≤N e(an), we expect some more “tornado” patterns around several holes. There are also some
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spiral and tornado patterns in the classical examples, pictured in Figure 5. Studying the mathematical
justification for the patterns in these classical examples will help us in understanding of the patterns
appeared in the case of the Riemann zeta function. We note that the most simple tornado pattern is
the space curve of the Weyl sum ∑n≤N e(an) with an = αn where α is an irrational coefficient. The
leftmost graph pictured in Figure 5 shows the space curve of the Weyl sum ∑n≤1000 e(n/e), as an
example. The fundamental fact here is that for the linear sequence an =αn with irrational coefficient
α , the generating vertices Vn of the related plane curve lie on a circle with radii 1/(2|sin(πα)|) and
the center located at the point (−1/2,cot(πα)/2).
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Figure 4: The space curves of the Weyl sums ∑n≤20000 e(an) with an = γ
10/11
n , an = γ

17/20
n , and

an = γn/ logγn, respectively from left to right
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Figure 5: The space curves of the Weyl sums ∑n≤1000 e(n/e) (leftmost graph), and ∑n≤10000 e(an)
with an = (50/5001)n2 (mid graph), and an = n logn (rightmost graph)

To justify the pattern in the rightmost graph of Figure 5, Tenenbaum and Mendès France remark
that because of the weak growth of logn, the curve behaves locally like the curve associated with the
linear sequence an = cHn where cH is a local constant with cH ≈ {logH} for n≈H. Thus, the graph
of the Weyl sum of the sequence an = n logn appears as a succession of annuli, joined by almost
straight lines, corresponding to the values of H such that {logH} ≈ 0.
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Abstract

The purpose of this paper is to give a new and shorter proof of the Hegarty’s result on the
absolute center and autocommutator subgroup of a group and to improve the bound attained by
Hegarty for autocommutator subgroup. Furthermore, we prove an analogous statement for π-
groups.
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1 Introduction
Let G be a group and g1,g2 be elements of G, then gg2

1 = g−1
2 g1g2 and [g1,g2] = g−1

1 gg2
1 = g−1

1 g
ϕg2
1

denote the conjugate of g1 by g2 and the commutator of g1 and g2, respectively, where ϕg2 is the
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inner automorphism of G. Following Hegarty [2], if α ∈Aut(G) and g∈G, then the autocommutator
of g and α is defined to be [g,α] = g−1gα = g−1α(g).

Now, using the above notation one may define

L(G) = {g ∈ G| [g,α] = 1, f or all α ∈ Aut(G)},

K(G) = 〈 [g,α]| g ∈ G , α ∈ Aut(G) 〉,

which are called the absolute center and the autocommutator subgroup of G, respectively. It is clear
that the absolute center is a subgroup contained in the center of G and K(G) is a subgroup of G
containing the deriver subgroup.
Now, the following general question can be arisen. For which classes χ of groups, if G/L(G) ∈ χ ,
then K(G) ∈ χ?

In 1904, Schur [5] proved his famous result that for any group G, if G/Z(G) is finite, then so is
G′. Also in [6], Wiegold showed that if |G/Z(G)|= n, then |G′| ≤ n

1
2 log2 n.

In 1994, Hegarty [2] by a complicated technique proved the analogous of Schur’s result for
G/L(G), which states if G/L(G) is finite, then so is K(G). That is, the answer to the above question
is affirmative if χ is the class of finite groups. Furthermore, He showed that if |G/L(G)| = n, then
|K(G)| ≤ nn((n−1)2+[n/2])[log2 n].

In the present paper, we prove both the Hegarty’s result by a different and very simple technique
and present a smaller bound for the order of K(G) in terms of |G/L(G)|.
Furthermore, we also give an affirmative answer to the stated question when χ is the class of π-
groups (π is a set of primes).

2 Main Results
(I) χ = the class of finite groups.

The following theorem is the first main theorem of the paper which is proved by a different
method of Hegarty’s. It also improves the bound attained by Hegarty[2].

Theorem 2.1. If G is a group whose absolute center has finite index n, then K(G) is finite and

|K(G)| ≤ n(
1
2 log2 n+[log2 n]).

Hegarty in [3] by an example pointed out the converse of Theorem 2.1 does not hold in general,
but if G is to be chosen finitely generated, then the converse is true. In the following theorem, we
prove that the assumption of being finitely generated for G can be substituted by a weaker assump-
tion. That is, G/L(G) is considered to be finitely generated.

Theorem 2.2. Let G be a group such that d(G/L(G)) and K(G) are finite. Then G/L(G) is finite and
its order is bounded by some function of |K(G)| and d(G/L(G)), where d(G/L(G)) is the minimal
number of generators of G/L(G).

(II) χ = the class of π-groups (π is a set of primes).

For proving the main theorem of this part, we need the following lemmas.

106



Lemma 2.3. Let G be a group such that G/L(G) is torsion. Then K(G)/G′ is also a torsion group.

Lemma 2.4. Let G = 〈X〉 be an abelian torsion group. If the prime q does not divide the order of x,
for every x ∈ X, then q does not divide the order of g, for every element g ∈ G.

Now, the following theorem gives the second affirmative answer to the above general question.

Theorem 2.5. If G is a group whose absolute central factor is a π-group, then K(G) is also a
π-group.
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Abstract

Suppose G is a finite group, A and B are conjugacy classes of G and η(AB) denotes the number of
conjugacy classes contained in AB. The aim of this paper is to compute η(AB), where A and B are
conjugacy classes of G and G ∈ {D2n,T4n,U6n,V8n,SD8n} or G is a group of orders 2pq, p3, p4

such that p and q are prime numbers.
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1 Introduction
Throughout this paper all groups are assumed to be finite. If G is such a group and A,B are conjugacy
classes of G then it is an elementary fact that AB is a normal subset of G. So, AB can be written as a
union of conjugacy classes of G. The number of conjugacy classes of G contained in AB is denoted
by η(AB).

The most important works on the problem of computing the number of G−conjugacy classes
in the product of conjugacy classes were done by Adan−Bante. Here, we report some of his nice

109



results in this topic. Suppose SL(2,q) is the group of 2× 2 matrices with determinant one over a
finite field of size q. Adan−Bante and Harris [1] proved that if q is even, then the product of any
two noncentral conjugacy classes of SL(2,q) is the union of at least q−1 distinct conjugacy classes
of SL(2,q), and if q > 3 is odd, then the product of any two noncentral conjugacy classes of SL(2,q)
is the union of at least q+3

2 distinct conjugacy classes of SL(2,q). Adan−Bante [2], proved that for
any finite supersolvable group G and any conjugacy class A of G, dl( G

CG(A)
)≤ 2η(AA−1)−1, where

CG(A) denotes the centralizer of A in G and dl(H) is the derived length of a group H. In [3], he also
proved that if p is an odd prime number, G is a finite p−group and aG,bG are conjugacy classes of G
of size p. Then either aGbG = (ab)G or aGbG is the union of at least p+1

2 distinct conjugacy classes.
If G is nilpotent and aG is again a conjugacy class of G of size p then either aGaG = (a2)G or aGaG

is the union of exactly p+1
2 distinct conjugacy classes of G of size p.

Darafsheh and Robati [6] continued the works of Adan−Bante and proved that if [a,G] =
{[a,x] | x ∈ G} then we have:

i. η(aGbG) = |aG||bG|/|[a,G]∩ (b−1)GbG||(ab)G|;

ii. If aGbG∩Z(G) 6= /0, then η(aGbG) = |aG|;

iii. If |aG| is an odd number, then η(aGaG) = 1;

iv. If |aG| is an even number, then η(aGaG) = 2n, where n is the number of cyclic direct factors
in the decomposition of the Sylow 2−subgroup of [a,G].

We encourage to the interested readers to consult also papers by Arad and his co-workers [4, 5]
and references therein for more information on this topic. Our notation is standard and can be taken
from [9, 10].

2 Main Results
The aim of this section is to compute η(AB), where A and B are conjugacy classes of G and G ∈
{D2n,T4n,U6n,V8n,SD8n} or G is a group of orders 2pq, p3, p4 such that p and q are prime numbers.
The semi-dihedral group SD8n, dicyclic group T4n and the groups U6n and V8n have the following
presentations, respectively:

SD8n = 〈a,b | a4n = b2 = e, bab = a2n−1,

T4n = 〈a,b | a2n = 1,an = b2,b−1ab = a−1〉,
U6n = 〈a,b | a2n = b3 = e, bab = a〉,
V8n = 〈a,b | a2n = b4 = e, aba = b−1, ab−1a = b〉.

It is easy to see the dicyclic group T4n has order 4n and the cyclic subgroup 〈a〉 of T4n has index
2 [10]. The conjugacy classes of u6n and V8n, n is odd, computed in the famous book of James
and Liebeck [10]. The groups V8n, n is even, and SD8n have order 8n and their cconjugacy classes
computed in [7, 8], respectively.

For simplicity of our argument, we assume that η(G) denotes the set of all η(AB), where A and
B are conjugacy classes of G.

Proposition 1.
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1. η(D2n) =

{
{1, [ n

4 ]+2, [ n
4 ],d

n
4e+1} n is even

{1,2, n+1
2 } n is odd

,

2. η(V8n) = {1,2},

3. η(T4n) = {1,2},

4. η(U6n) = {1,2},

5. η(SD8n) = {1,2}.

Proposition 2. Suppose G is a group of order 2pq, p and q, p > q, are odd primes. Then

η(G) ∈ {{1},{1,2},{1,2, p+1
2
},{1,2, q+1

2
},{1,2, pq+1

2
}}.
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Abstract

In this paper we assert some properties of finitely generated multiplication modules. Also
we charactrize all finitely generated multiplication modules M when Fitt0(M) is a power of a
maximal ideal of R..
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1 Introduction
Let R be a commutative ring with identity and M be a finitely generated R-module. For a set

{x1, . . . ,xn} of generators of M there is an exact sequence 0 // N // Rn φ // M // 0
where Rn is a free R-module with the set {e1, . . . ,en} of basis, the R-homomorphism φ is defined by
φ(e j) = x j and N is the kernel of φ . Let N be generated by ui = a1ie1 + . . .+anien, with i in some
index set I. Let Fitti(M) be an ideal of R generated by the minors of size n− i of matrix a11 . . . a1i . . .

...
...

...
...

an1 . . . ani . . .

 .
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For i > n Fitti(M) is defined R, and for t < 0 Fitti(M) is defined as the zero ideal. It is known that
Fitti(M) is the invariant ideal determined by M, that is, it is determined uniquely by M and it does
not depend on the choice of the set of generators of M [5]. The ideal Fitti(M) will be called the i-th
Fitting ideal of the module M. It follows from the definition of Fitti(M) that Fitti(M) ⊆ Fitti+1(M)
Moreover, it is shown that Fitt0(M) ⊆ ann(M) and (ann(M))n ⊆ Fitt0(M). (M is generated by n
elements.) The most important Fitting ideal of M is the first of the Fitt j(M) that is nonzero. We shall
denote this Fitting ideal by I(M). Note that if I(M) contains a nonzerodivisor then I(MP) = I(M)P
for every prime ideal P of R. Fitting ideals are strong tools to identify propreties of modules and
sometimes to charactrize modules. For example Buchsbaum and Eisenbud have shown in [3] that for
a finitely generated R-module M, I(M) = R if and only if M is a projective of constant rank module.

An R-module M is called a multiplication module if for each submodule N of M, N = IM for
some ideal I of R. In this case we can take I = (N : M) [1].

2 Main Results
In this section we study some properties of Fitting ideals.

Proposition 2.1. Let R be a ring and M be a finitely generated multiplication R-module. Let Q
be a maximal ideal of R such that Fitt0(M) = Qn, for some positive integer n. Then M is a cyclic
R-module.

Proof. By [4, proposition 20-7], Qn = Fitt0(M) ⊆ ann(M). Hence ann(M) is contained only in
maximal ideal Q. Thus by [1, Lemma 3] M is cyclic.

Theorem 2.2. let R be a ring and M be a multiplication R-module generated by two elements. If
Fitt0(M) = 0 then M is projective of constant rank one R-module.

Proof. Let M =< x1,x2 > and 0 // N // R2 φ // M // 0 be an exact sequence. Let
N =< {ni}i∈I > and ni = a1ie1 +a2ie2. Put A1 = (Rx2 : Rx1) and A2 = (Rx1 : Rx2). Thus a1 j ∈ A1
and a2 j ∈ A2, for each j ∈ I. We have Fitt1(M) =< ai j,1 ≤ i ≤ 2, j ∈ I >⊆ A1 +A2. Let a ∈ A1.
So ax1 ∈ Rx2. This implies that ax1 = bx2, for some element b in R. Thus (a,−b) ∈ N. Hence
A1 ⊆ Fitt1(M). Similarly we have A2 ⊆ Fitt1(M). So A1 +A2 ⊆ Fitt1(M). So A1 +A2 = Fitt1(M).
On the other hand we have (A1 +A2)M = M. Hence A1 +A2 = R. Thus Fitt1(M) = R. So by [3,
Lemma 1], M is a projective of constant rank one R-module.

Lemma 2.3. Let M be a finitely generated multiplication R-module. Then Fitt0(M) =ann(M).

Proof. By [1, Lemma 3 and Propostion 1] , MQ is cyclic. Thus Fitt0(MQ) =ann(MQ), for every
prime ideal Q of R. Since M is finitely generated, hence ann(MQ) =ann(M)Q. Thus by [4, Corollary
20.5], Fitt0(M)Q =ann(M)Q, for every prime ideal Q of R. Therefore Fitt0(M) =ann(M).

Proposition 2.4. Let M be a finitely generated multiplication module. Let N be a submodule of M
such that (N : M) =< e >, where e is an idempotent element of R. Then M ∼= N⊕M/N.

Proof. It is easily seen that M/N is a multiplication module and ann(M/N) = (N : M) =< e>. Thus
by Lemma 2.3 Fitt0(M/N) =< e >. So M/N is a projective R-module. Now Consider the exact
sequence

0 // N // M // M/N // 0.

Since M/N is projective, hence M ∼= N⊕M/N.
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Theorem 2.5. Let M be a finitely multiplication R-module. If Fitt0(M) is a prime ideal then M is
indecomposable.

Proof. Let M = N⊕K and π1,π2 : M −→M be defined by π1(n+ k) = n and π2(n+ k) = k. Since
M is a finitely generated multiplication module so there exist 0 ̸= r1 and 0 ̸= r2 in R such that
π1(m) = r1m and π2(M) = r2m, for every m ∈M. Since π1oπ2 = π2oπ1 = 0, hence r1r2M = 0. So
r1r2 ∈ ann(M) = Fitt0(M). Since Fitt0(M) is a prime ideal, hence r1 ∈ ann(M) or r2 ∈ ann(M).
Therefore N = 0 or K = 0.

Theorem 2.6. Let M be a finitely generated multiplication module over a ring R. Let N be a finitely
generated nonzero submodule of M and Fitt0(M) be a prime ideal of R. Then Fitt0(N)⊆ Fitt0(M).

Proof. Consider the exact sequence

0 // N // M // M/N // 0.

By [2]p.174], Fitt0(N)Fitt0(M/N)⊆Fitt0(M). Since Fitt0(M) is a prime ideal of R, hence Fitt0(N)⊆
Fitt0(M) or Fitt0(M/N)⊆Fitt0(M). If Fitt0(M/N)⊆Fitt0(M), by Lemma 2.3, We have Fitt0(M/N)
= (N : M)⊆ Fitt0(M)⊆ ann(M). So N = 0, a contradiction. Hence Fitt0(N)⊆ Fitt0(M).
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In this paper we try to prepare a computer program that proves there is a finite distributive
lattice which is not starrable.
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Abstract

Suppose that G is a finite group. The graph Γ(G) is related to conjugacy classes of G. Its
vertices are the non-central conjugacy class sizes of G and there is an edge between two distinct
vertices of Γ(G), if and only if their class sizes have a common prime divisor.
In this paper, some properties of graph Γ(G) such as chromatic polynomial, chromatic number
and clique number are discussed for G∼= SLn(F), where F is a finite field.
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1 Introduction
The graph related to conjugacy classes is studying widely. For instance in [1], the authors proved
that for a finite simple group G , n(Γ(G)) 6 2. They also showed for a non-abelian finite simple
group G, its conjugacy class graph is complete.
Also in [3], Fang and Zhang proved the symmetric group S3 , the dihedral group D5, the three
pairwise non-isomorphic non-abelian groups of order 12, and the non-abelian group T21 of order 21
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is the complete list of all G such that Γ(G) contains no triangles.
We explain some of notations that will be used later. All groups considered in this paper are finite.
Let G be a finite group, x an element of G. xG denotes the conjugacy class containing x and |xG|
denotes the size of xG. Let Γ be a graph. A subset C of the vertices of Γ is called a clique if the
induced subgraph on C is a complete graph. The maximum size of a clique in a graph Γ is called
the clique number and denoted by ω(Γ). The minimum number of colors which can be assigned
to the vertices such that every two adjacent vertices have different colors is called the choromatic
number of Γ and denoted by χ(Γ). Let Γ be a graph and also |V (Γ)|= n and u is a complex number.
For any natural number r, let mr(Γ) denotes the number of distinct color-partitions of V (Γ) into r
color-classes, and define U(r) to be the complex number U(r) = Π

r−1
i=0 (u− i) = u(u−1) · · ·(u−r+1).

The chromatic polynomial of Γ is the polynomial

C(Γ;U) =
|V (Γ)|

∑
r=1

mr(Γ)U(r)

In this paper, we consider graph Γ(G) for G ∼= SLn(F), where F is a finite field. We study some
properties of this graph.

2 Preliminary Lemmas
We need the following lemmas which will be used later:
Lemma 2.1 [4] Let G be a non-abelian finite simple group. Then Γ(G) is a complete graph.
Lemma 2.2 Suppose that Γ is a graph, then:

|V (Γ)|

∑
ε=1

d(vε) = 2|E(Γ)|.

Lemma 2.3 [2] If G is a finite group and N is a normal subgroup. Then:
i) |gN |

∣∣∣|gG| ; g ∈ N.

ii) |(gN)
G
N |
∣∣∣|gG| ; g ∈ G.

3 Main Results
Suppose that F = GF(q);q is a prime power. So SLn(F) is denoted by SLn(q).

Theorem 3.1 If G∼= SLn(q), then |V (Γ(G))|= (q−1)−1
∑d|(n,q−1) ϕ2(d)C n

d
− (n,q−1).

Theorem 3.2 Let G∼= SLn(q):

i) If q = 2 and n = 2, then graph Γ(G) is a non-complete graph, |E(Γ(G))|= 0.

ii) If q 6= 2 and n > 2, then graph Γ(G) is a complete graph and

|E(Γ(G))|= 2−1(|V (Γ(G))|)(|V (Γ(G))|−1).

Proposition 3.3 Let G∼= SLn(q)
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i) If q = 2 and n = 2, then χ(Γ(G)) = 1 and ω(Γ(G)) = 0.

ii) If q 6= 2 and n > 2, then χ(Γ(G)) = ω(Γ(G)) = (q−1)−1
∑d|(n,q−1) ϕ2(d)C n

d
− (n,q−1).

Proposition 3.4 Let G∼= SLn(q)

i) If q = 2 and n = 2, then C(Γ(G);U) = u2.

ii) If q 6= 2 and n > 2, then the chromatic polynomial of graph Γ(G) is as following:

C(Γ(G);U) = u(u−1) · · ·(u− ((q−1)−1
∑

d|(n,q−1)
ϕ2(d)C n

d
− (n,q−1))+1).
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Abstract

The modified-−Wiener and modified hyper−Wiener indices of graphs are defiend as follows:

Ŵ (G) =
|V (G)|

2|Γ| ∑
u∈V (G)

∑
g∈Γ

d(u,g(u)),

ˆWW (G) =
1
2

Ŵ (G)+
|V (G)|

4|Γ| ∑
u∈V (G)

∑
g∈Γ

d(u,g(u)2).

The aim of this talk is to report our recent results in this topic.

Keywords: Modified Wiener, automorphism group, modified hyper−Wiener.
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1 Introduction
Suppose G is connected graph and V (G) is its vertex set. The distance between the vertices u,v ∈
V (G), d(u,v), is defined as the number of edges in a shortest path connecting u and v. The sum
of distances between all pairs of vertices in G is called the Wiener index of G [6]. Graovac and
Pisanski [3] applied the symmetry group of the graph under consideration to generalize the Wiener
index. To the best of our knowledge, this paper is the only published paper in mathematics lit-
erature that combines the symmetry and topology of molecules. To explain, we assume that G
is a graph with automorphism group Γ = Aut(G). Following [3], we define the distance num-
ber of an automorphism g, δ (g), to be the average of d(u,g(u)) overall vertices u ∈ V (G) and

δ (G) =
1

|Γ||V (G)| ∑u∈V (G) ∑g∈Γ d(u,g(u)). The modified Wiener index of G is defined as:

Ŵ (G) =
1
2
|V (G)|2δ (G) =

|V (G)|
2|Γ| ∑

u∈V (G)
∑
g∈Γ

d(u,g(u)).

Throughout this paper we use the standard notations of group theory and graph theory. Suppose
G and H are two graphs. The Cartesian product G�H is a graph with vertex set V (G)×V (H) in
such a way that vertices (a,b) and (x,y) are adjacent if and only if a = x and by ∈ E(H) or b = y and
ax ∈ E(H). Our notation is standard and taken from the standard books on these topics. The path,
cycle and complete graphs with n vertices are denoted by Pn, Cn and Kn, respectively.

The hyper−Wiener index of acyclic graphs was introduced by Milan Randić in 1993. Then Klein
et al. [4], generalized Randić’s definition for all connected graphs, as a generalization of the Wiener
index. It is defined as

WW (G) =
1
2

W (G)+
1
2 ∑
{x,y}

d(x,y)2

We define in a similar way the modified hyper-Wiener index of G as follows:

ˆWW (G) =
1
2

Ŵ (G)+
|V (G)|

4|Γ| ∑
u∈V (G)

∑
g∈Γ

d(u,g(u)2).

In this talk we report our recent results in [1, 5]

2 Main Results
A graph G is called asymmetric if its automorphism group is trivial. It is easy to see that the modified
Wiener index of a graph G is equal to zero if and only if G is asymmetric. In [2, Corollary 2.3.3],
it is proved that the most of finite graphs are having trivial automorphism group. To explain, we
assume that αn and βn denote the number of n−vertex graphs and n−vertex graphs with trivial
automorphism group, respectively. Then,

limn→∞

αn

βn
= 1.

This means that the modified Wiener index of the most of graphs is zero.
A class function over the complex number C is a function f on a group H, such that f is con-

stant on the conjugacy classes of H. It is well-known that the set CF(H,C) of all class functions
constitutes a vector space over C.
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Suppose G is a connected graph and Γ = Aut(G). For each automorphism g ∈ Γ, we define

δ (g) =
1

|V (G)| ∑x∈V (G) d(x,g(x)). This defines a mapping δ : Γ→ C. Then,

Ŵ (G) =
|V (G)|2

2|Γ| ∑g∈Γ δ (g). (1)

Theorem 1. δ is a class function and δ (g) = δ (g−1), for each automorphism g ∈ Γ.

Suppose H is a group, V is a vector space over C and ϕ is a homomorphism from H into GL(V ),
the set of all invertible n by n matrices on C, n = dimV . The homomorphism ϕ is said to be a
complex representation of H and the function χ from H into C given by χ(g) = trϕ(g), g ∈ H, is
called the complex character of H afforded by ϕ . If χ and γ are two complex class functions on H
then their scalar product is defined as

〈χ,γ〉= 1
|H| ∑

g∈H
χ(g)γ(g).

An irreducible complex character is a complex character χ such that 〈χ,χ〉= 1. It is well-known
that the set of all irreducible complex characters of H constitute an orthonormal subset of CF(H,C).

In Theorem 1, we proved that δ is a class function. Since δ (e) = 0, δ is not a character of H. In
the next theorem, we will prove that if n > 1 then the trivial character is a constituent of δ .

Theorem 2. Suppose G is a connected n−vertex graph, Γ = Aut(G), t1 denotes the number of orbits
of Γ on V (G) and t2 is the number of orbits of Γ on V (G)×V (G) under natural actions of Γ on V (G)
and V (G)×V (G), respectively. Then,

1. 〈δ ,δ 〉 ≥ 1− 2t1
n

+
t2
n2 ,

2. 〈δ ,1G〉 ≥ n− t1
n

, where 1G denotes the trivial character of G.

Suppose G is a graph with V (G) = {v1, . . . ,vn} and as usual Γ = Aut(G) = {g1, . . . ,gm}. The
matrix D̂ = [d̂i j] is called the modified distance matrix, where d̂i j = d(vi,g j(vi)), 1 ≤ i ≤ n and
1≤ j ≤ m. Then the modified Wiener index of G is equal to:

n
2m
× the summation of all entries in D̂.

Notice that δ (gi) is the the average of the row corresponding to gi. Define γ : G −→ C given by

γ(x) =
1
|Γ| ∑g∈Γ d(x,g(x)).

Theorem 3. Suppose G is a connected n−vertex graph and Γ = Aut(G). Then Ŵ ≥ n
2
(n− t1), where

t1 denotes the number of orbits of Γ on V (G). If G is vertex transitive then the equality is satisfied if
and only if G is isomorphic to Kn.

In the following example, we calculate the character table of the automorphism group of some
graphs together with their associated class functions. Suppose Zn, Sn and D2n denote the cyclic
group of order n, the symmetric group on n letters and the dihedral group of order 2n. If H and K
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are subgroups of a group G such that H is normal, H ∩K = {e} and G = HK then we say G is a
semidirect product of H by K and in this case we write G = H : K.

Example 4. In this example the class function δ together with the modified Wiener index of Petersen
graph P5. It is well-known that the automorphism group of the Petersen graph is isomorphic to the
symmetric group S5. This graph is depicted in Figure 1 and its character table together with class
function δ1 is recorded in Table 1.

Figure 1: The Petersen Graph.

Table 1: The Character Table of Aut(P5)∼= S5 and the Class Function δ1.

1a 2a 2b 6a 3a 4a 5a
χ1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 −1 1 −1 1
χ3 4 −2 0 1 1 0 −1
χ4 4 2 0 −1 1 0 −1
χ5 5 1 1 1 −1 −1 0
χ6 5 −1 1 −1 −1 1 0
χ7 6 0 −2 0 0 0 1
δ1 0 6

5
6
5

6
5

9
5

9
5

3
2

From Table 1, one can see that δ1 =
3
2

χ1−
3
10

χ5 and Ŵ (P5) = 75.
Our calculations given Example 4, and some other calculations with GAP and MAGMA suggest

the following conjecture:

Conjecture 5: For each graph G, the class function δ is a rational combination of the trivial character
χ1 and at most two other irreducible characters of Aut(G).

For the sake of completeness, we mention here a result of Graovac and Pisanski [3] about modi-
fied Wiener index of the Cartesian product of graphs.

Theorem 6. (Graovac and Pisanski [3, Theorem 5.13]) Suppose G and H are connected graphs such
that each orbit of the action of Aut(G×H) on V (G)×V (H) has the form A×B, where A is an orbit
for the action of Aut(G) on V (G) and B is an orbit for the action of Aut(H) on V (H). Then

Ŵ (G�H) = |V (G)|2Ŵ (H)+ |V (H)|2Ŵ (G).

Example 7. In this example the modified Wiener index of a C4−grid, C4−nanotube and C4−nanotorus
are computed. We recall that the symmetry group of a path Pn is a cyclic group of order two with the
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following non identity element g:

g =


(1 n)(2 n−1) · · ·(n−1

2
n+3

2
) n is odd

(1 n)(2 n−1) · · ·(n
2

n+2
2

) n is even

On the other hand, the group of all symmetries of a regular polygon, including both rotations and
reflections is isomorphic to a dihedral group of order 2n, denote by D2n. We mention here that there
is a typographical error in [3, Example 5.6] for computing Ŵ (Pn). One can easily prove that:

Ŵ (Pn) = Ŵ (Cn) =


n3

8
n is even

n3−n
8

n is odd

(2)

Apply (2) and [3, Theorem 5.13] to prove the following equality:

Ŵ (Cm�Pn) = Ŵ (Pm�Pn) = Ŵ (Cm�Cn)

= |V (Cm)|2Ŵ (Cn)+ |V (Cn)|2Ŵ (Cm)

=



m2n2

8
(n+m) m and n are even

mn
8
(mn2 +n(m2−1)) m is odd and n is even

mn
8
(m(n2−1)+nm2) n is odd and m is even

mn
8
(m(n2−1)+n(m2−1)) m and n are odd

The modified hyper−Wiener index of Pn can be calculated in the following form:

ˆWW (Pn) =


n3

16
+

n2

24
(n2−1) n is even

n4

24
+

n3

16
− n2

24
− n

16
n is odd

By a method similar to the case of Pn, we have:

ˆWW (Cn) =


1
48

n4 +
1

16
n3 +

1
24

n2 n is even

1
48

n4 +
1

16
n3− 1

48
n2− 1

16
n n is odd

It is clear that if u,v ∈ Kn then d(u,v) = 1 and so between graphs with exactly n vertices, the
complete graph Kn has the minimum hyperWiener index. Hence for every nvertex graph G,

WW (G)≥WW (Kn) =

(
n
2

)
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On the other hand, it is easy to see that the symmetry group of Kn is isomorphic to the symmetric
group Sn and so

Ŵ (Kn) = ˆWW (Kn) =
n2

2
− n

2
.

Since graphs with trivial automorphism group have zero hyper−Wiener index, the complete
group Kn does not have the minimum value of hyper−Wiener index in the set of all n−vertex graphs.
We end this section by calculation of the modified hyper−Wiener index of Sn. It is well-known that
the symmetry group of the star graph is isomorphic to Symn−1. So,

Ŵ (Sn) = n(n−2),

ˆWW (Sn) =
3
2

n(n−2).
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Abstract

Let G be a group generated by a finite set S. Assume that S is symmetric, namely S = S−1.
The Cayley graph X = C(G,S) is defined as follows. Vertices of X are elements in G and two
vertices g1,g2 ∈ G are adjacent if g1 = g2s for some s ∈ S. Also let Γ1 be an (n,k)-graph and let
Γ2 be a (k,k′)-graph with V (Γ2) = [k] = {1, . . . ,k} and fix a randomly numbering ϕΓ1 of Γ1. The
replacement product Γ1rϕΓ1

Γ2 is the graph whose vertex set is V (Γ1)×V (Γ2) and there is an
edge between vertices (v,k) and (w, l) whenever v = w and kl ∈ E(Γ2) or vw ∈ E(Γ1), ϕv

G(w) = k
and ϕw

G(v) = l. In this note we study these new product of graphs and compute cayley graph of
some nanostructure.

Keywords: Cayley graph, replacement product, fullerene graphs.
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Abstract

We study the code parameters of a class of linear codes over the Galois field Zl , where l is an
odd prime. This class is originally introduced by L. Skula as an invariant subspace of a special
linear operator on the vector space (Zl)

l−1
2 .

Keywords: Dual code, generator matrix, linear code.

MSC(2010): Primary: 68P30; Secondary: 15A03.

1 Introduction
Let q be a prime power and Fq denote the field with q elements. A linear code C of length n and
dimension k over Fq (an [n,k]q-code ) is a k-dimensional linear subspace of Fn

q . The elemnts of a
code are called codewords. A generator matrix G for C is a k×n matrix whose rows form an Fq-basis
of C. By definition,

C = {xtG | x ∈ Fk
q },
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where xt stands for the transpose of a vector x. For any codeword c = (c1, · · · ,cn), the weight w(c)
of c is defined as the number of nonzero coordinates of c. The number

d(C) := min{w(c) | 0 6= c ∈C}

is called the minimum distance of C. It is well-known that k+ d(C) ≤ n+ 1. If the equality holds,
then we say that C is an MDS code.

The dual code C⊥ of C is the [n,n− k]q-code

{(x1, · · · ,xn) ∈ Fn
q | ∀c = (c1, · · · ,cn) ∈C,

n

∑
i=1

xici = 0}.

Now, assume that l is an odd prime, n = l−1
2 and V is the vector space

(Zl)
n = {(c1, · · · ,cn) | ci ∈ Zl}.

Let L = {1,2, · · · ,n} and for a subset A⊆ L put

CA = {(a1, · · · ,an) ∈V | ∀ j ∈ A,
n

∑
i=1

aii2 j−1 = 0}.

It is easy to verify that CA is a subspace of V for any A ⊆ L. The subspaces CA are defined by L.
Skula in [1] as invariant subspaces of a special linear operator on the vector space V . Skula has
proven that

1) For A⊆ B⊆ L, the relation CA ⊇CB holds,
2) C/0 =V and CL = 0,
3) CA is an (n−|A|)-dimensional vector space.

In this paper, we are intrested to study CA as a linear code over the field Zl . Specially, we focus
on the minimum distance, the dual code and the generator matrix of such codes.

2 Main Results
The following results are obtained for linear codes CA.

Theorem 2.1. For any /0 6=A⊆ L, CA is a linear code of minimum distance d(C)≤ |A|+1. Specially,
CA is an MDS code for all 1-elemnt subsetes of L.

Theorem 2.2. If A = { j}, 1 ≤ j ≤ n, then C⊥A = CB where B = L \ {n− j + 1}. This give us an
algorithm to find the dual code C⊥A for all A⊆ L.

Theorem 2.3. The set

{(1,22i−1, · · · ,n2i−1) | i ∈ B}

is a basis of CA where B⊆ L is the set in which C⊥A =CB. This gives us a generator matrix of CA.
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Abstract

In this note, we compute the power graph of the cyclic group of order n and some of finite groups
with their automorphism groups.

Keywords: power graph, generalized join, automorphism group.
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1 Introduction
All groups and graphs in this note are assumed to be finite. Suppose G is a finite group, the power
graph of G, P(G), is a graph in which V (P(G)) =G and two distinct elements x and y are adjacent
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if and only if one of them is a power of the other. It can be easily investigated that the power graph
P(G) is a connected graph of diameter at most 2. The power graphs are a new representation of
groups using graphs. These graphs were first used by Kelarev [3]. Chakrabarty et al. [1] proved that
for a finite group G, P(G) is complete if and only if G is a cyclic group of order 1 or pm, for some
prime number p and positive integer m. They also obtained a formula for the number of edges in a
finite power graph. Suppose Γ is a graph with V (Γ) = {1,2, · · · , p} and F = {Γ1, · · · ,Γp} is a family
of graphs such that n j = |V (Γ j)|, 1≤ j ≤ p. Define Λ = Γ[Γ1, · · · ,Γp] to be a graph with vertex set
V (Λ) =

⋃p
j=1 V (Γ j) and edge set E(Λ) =

(⋃p
j=1 E(Γ j)

)
∪
(⋃

i j∈E(Γ){uv;u ∈V (Γi),v ∈V (Γ j)}
)
.

Example 1. Let G be an alternating group of order 12. Then P(G) consists of 4 triangels and three
lines sharing a common vertex (the identity):

Figure 1: The Power Graph of A4.

Definition 2. The semi-dihedral group SD8n, dicyclic group T4n, the groups V8n and U6n have the
following presentations, respectively:

SD8n =< a,b|a4n = b2 = e,bab = a2n−1 >,

T4n =< a,b|a2n = e,an = b2,b−1ab = a−1 >,

V8n =< a,b|a2n = b4 = e,aba = b−1,ab−1a = b >,

U6n =< a,b|a2n = b3 = e,a−1ba = b−1 > .

2 The Recent Results
The aim of this section is to compute the power graph of group Zn and groups SD8n, T4n, V8n and
U6n. We calculate the automorphism groups of the power graph of group Zn and mentioned groups.

Theorem 3[4] P(Zn)=Kφ(n)+1+∆n[Kφ(d1),Kφ(d2), · · · ,Kφ(dp)], where ∆n is a graph with vertex and
edge sets V (∆n) = {di | 1,n 6= di|n,1≤ i≤ p} and E(∆n) = {did j | di|d j,1≤ i< j≤ p}, respectively.

In [2] Doostabadi et al. conjectured that the automorphism group of Zn is isomorphic to the
direct product of some symmetry groups.
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Conjecture 4.[2] For every positive integer n,

Aut(P(Zn))∼= Sφ(n)+1× ∏
1,n6=d|n

Sφ(d).

It is clear that the mentioned conjecture is incorrect, when n is prime power. In the next theorem this
conjecture is proved for positive integer n, such that n cannot written as a prime power.

Theorem 5.[4] If n is not a prime power, then

Aut(P(Zn))∼= Sφ(n)+1× ∏
1,n6=d|n

Sφ(d).

Corollary 6.[4] The automorphism group of the power graph D2n can be computed as follows:

Aut(P(D2n))∼=


Sn−1×Sn, n is a prime power

Sn×∏d|n Sφ(d), otherwise
.

Example 7. The power graph of SD8n is a union of P(Z4n), n copies of P(Z4) that share an edge
and 2n copies of P(Z2), all of them are connected to each other in the identity element of SD8n, as
shown in Figure 2. The power graph of T4n can be constructed in a similar way as a union of P(Z2n)
and n copies of P(Z4) that share an edge, all connected to each other in the identity element of T4n,
as shown in Figure 3.

The automorphism group of power graph T4n and SD8n are computed in the following theorems:

Figure 2: The Power Graph of T4n.

Theorem 8. let n≥ 3 be a natural number, then

Aut(P(T4n))∼=


S2n−2×S2× (S2 oSn), n is a power o f 2,

∏
d|2n

Sφ(d)× (S2 oSn), otherwise
.
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Figure 3: The Power Graph of SD8n.

Theorem 9. let n≥ 2 be a natural number, then

Aut(P(SD8n))∼=


S4n−2×S2n× (S2 oSn), n is a power o f 2,

∏
d|4n

Sφ(d)×S2n× (S2 oSn), otherwise
.

The automorphism groups of power graphs U6n and V8n are computed in the following theorems:

Theorem 10. let n be a natural number, then

Aut(P(U6n))∼=



∏
d|3n

Sφ(d)× ∏
d|2n,d-n

Sφ(d) oS3,n 6= 3t, t ≥ 1

∏
d|2n,d-n

Sφ(d) oS3×∏
d|n

Sφ(d)× ∏
d|n,d-t

Sφ(d) oS3,n = 3t, t ≥ 1,3 - t

∏
d|2n,d-n

Sφ(d) oS3×∏
d|n

Sφ(d)× ∏
d|3t,d-t

Sφ(d) oS3× ∏
d|n,d-3t

Sφ(d) oS2,

n = 3kt,k ≥ 2, t ≥ 1

.

Theorem 11 let n be a natural number, then

Aut(P(V8n))∼=



S2n×S2 oSn× ∏
d|2n,d-n

Sφ(d) oS2×∏
d|2n

Sφ(d),n≥ 3,2 - n

S2n+1×S2 oSn×
k−1

∏
t=1

S2
2t ×S2k oS2,n = 2k, k ≥ 2

S2n×S2 oSn×∏
d|t

S4
φ(d)×

k

∏
s=2

∏
d|2st

d-2s−1t

S2
φ(d)× ∏

d|2k+1t
d-2kt

Sφ(d) oS2,

n = 2kt, k ≥ 1, 2 - t

.
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Abstract

In this paper, we enumerate M-polysymmetrical hypergroups of order less than 6. We show
that there are 7 isomorphism classes of M-polysymmetrical hypergroups of order 5 and present
the Cayley tables of them.
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1 Introduction
The concept of a hyperstructures first was introduced by Marty at the 8th international Congress
of Scandinavian Mathematicians. The hyperstructure theory had applications to several domains of
theoretical and applied mathematics[4, 5].

J. Mittas in his paper[6], which has been announced in the French Academy of Sciences, has
introduced a special type of hypergroup that he has named polysymmetrical. Also, in the same
paper J. Mittas has given certain fundamental properties of this hyperstructure.
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Staring from the above paper and having called Mittas structure M-polysymmetrical hypergroup
(in order to distinguish this polysymmetrical hypergroup from other types of polysymmetrical hyper-
groups) we have proceeded to a profound analysis of this hypergroup[7] and its subhypergroups[8].

We recall definition of M-polysymmetrical hypergroup of [8] as follows:
A non-empty set H is called M-polysymmetrical hypergroup (M-P-H.) if it is endowed with a

hyperoperation + : H×H →P∗(H), when P∗(H) is the set of all non-empty subsets of H, that
satisfies the following axioms:

(1) + is associative, i. e, for every x,y,z ∈ H we have x+(y+ z) = (x+ y)+ z;

(2) + is commutative, i. e, for every x,y ∈ H, x+ y = y+ x;

(3) there exists 0 ∈ H such that for every x ∈ H we have x ∈ x+0;

(4) for every x ∈ H there exists x′ ∈ H such that 0 = x+ x′, (x′ is an opposite or symmetrical of
x , with regard to considered 0, and the set of all the opposites S(x) = {x′|0 = x+ x′} is the
symmetrical set of x),

(5) for every x,y,z ∈ H,x′ ∈ S(x),y′ ∈ S(y) and z′ ∈ S(z), x ∈ y+ z implies that x′ ∈ y′+ z′.

Theorem 1.1. [8] Let (H,+) be a M-PH, then for every x,y,z,w ∈ H we have:

(1) S(0) = 0, that means 0+0 = 0;

(2) 0 ∈ 0+ x⇒ x = 0 and hence y ∈ y+ x⇒ x = 0;

(3) 0 is unique;

(4) (x+ y)∩ (z+w)⇒ x+ y = z+w;

(5) for all z′ ∈ S(z), x ∈ y+ z implies that y ∈ x+ z′;

(6) 0 ∈ x+ y⇒ x+ y = 0.

2 Main Results
In this section we use the results of the papers [8] and [9] and characterize the M-PHs. of order less
than 6 up to isomorphism.

Theorem 2.1. Every M-PH. (H,+) of order 2 is a group and so H ∼= Z2.

Notice that there are 20 isomorphism classes of Hv-groups of order 2 and 8 isomorphism classes
of hypergroups of order 2.

Theorem 2.2. There are 2 isomorphism classes of M-PHs. of order 3 with the following tables:

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

+ 0 1 2
0 0 12 12
1 12 0 0
2 12 0 0
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Bayon and Lygeros [1] show that there are 1.026.462 isomorphism classes of Hv-groups of order
3. Also, Tsitouras and Massouros [9] enumerated 23.192 isomorphism classes of hypergroups of
order 3.

Theorem 2.3. There are 4 isomorphism classes of M-PHs. of order 4 with the following tables:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

+ 0 1 2 3
0 0 123 123 123
1 123 0 0 0
2 123 0 0 0
3 123 0 0 0

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

+ 0 1 2 3
0 0 1 23 23
1 1 23 0 0
2 23 0 1 1
3 23 0 1 1

Bayon and Lygeros [2] show that there are 10.614.362 isomorphism classes of abelian hyper-
groups of order 4. Bayon and Lygeros [3] enumerated 8.028.299.905 isomorphism classes of abelian
Hv-groups of order 4.

Theorem 2.4. There are 7 isomorphism classes of M-PHs. of order 5 with the following tables:

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 0 1 2 4
4 0 1 2 3 4

+ 0 1 2 3 4
0 0 1234 1234 1234 1234
1 1234 0 0 0 0
2 1234 0 0 0 0
3 1234 0 0 0 0
4 1234 0 0 0 0

+ 0 1 2 3 4
0 0 12 12 34 34
1 12 34 34 0 0
2 12 34 34 0 0
3 34 0 0 12 12
4 34 0 0 12 12

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 34 34
1 1 2 34 0 0
2 2 34 0 1 1
3 34 0 1 2 2
4 34 0 1 2 2

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 234 234 234
1 1 234 0 0 0
2 234 0 1 1 1
3 234 0 1 1 1
4 234 0 1 1 1

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 23 23 4
1 1 23 4 4 0
2 23 4 0 0 1
3 23 4 0 0 1
4 4 0 1 1 23

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 34 34
1 1 0 34 2 2
2 2 34 0 1 1
3 34 2 1 0 0
4 34 2 1 0 0
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Abstract

In this paper, we review the recent results concerning extension theorems of linear codes.
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1 Introduction
Let Fq be the field of q elements and let Fn

q denote the vector space of n-tuples over Fq. A linear code
C of length n, dimension k and minimum distance d over Fn

q is called an [n,k,d]q-code. A generator
matrix for C is a matrix whose rows generate C. For an [n,k,d]q-code C with a generator matrix
G, C is called extendable to C′ if there exists a vector h ∈ Fk

q such that the extended matrix [G,hT ]
generates an [n+1,k,d +1]q code C′. The code C′ is an extension of C.

2 Results
Theorem 2.1. ([1]) Every [n,k,d]2 code with d odd is extendable.
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Hill and Lizak generalized Theorem 2.1 to the following for non-binary codes. The idea of the
proof of the next theorems refer to the Projective Geometry.

Theorem 2.2. ([2, 3]) Every [n,k,d]q code with gcd(d,q) = 1 whose weights are congruent to 0 or
d (mod q) is extendable.

For an [n,k,d]q code C with gcd(d,q) = 1, let

Φ0 =
1

q−1 ∑
q|i,i>0

Ai, Φ1 =
1

q−1 ∑
i 6=0,d(modq)

Ai.

The pair of integers (Φ0,Φ1) is called the diversity of C. According to Theorem 2.1, C is extendable
if Φ1 = 0. Landjev and Rousseva generalized Theorem 2.1 to the following:

Theorem 2.3. ([4]) Every [n,k,d]q code with gcd(d,q) = 1 is extendable if

Φ1 ≤ qk−3(s(q)−q−1)/(q−1),

where s(q) is the smallest size of a nontrivial blocking set in PG(2,q).

Maruta and Yoshida gave a further generalization of the previous results and proved the following
theorems:

Theorem 2.4. There exists no [n,k,d]q code with gcd(d,q) = 1 for 0 < Φ1 < qk−2.

Theorem 2.5. Every [n,k,d]q code with gcd(d,q) = 1 is extendable if Φ1 < qk−2.
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Abstract

We study models for surface growth with a wetting and a roughening transition. Using simple
and pair mean-field approximations. The simple mean-field equations are solved exactly and
they predict the roughening transition and the correct growth exponents in a region of the phase
diagram.
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Abstract

In theoretical chemistry, molecular structure descriptors are used for modeling physio-chemical,
pharmacologic, toxicological, biological and other properties of chemical compound. The aug-
mented eccentric connectivity index of graph G is defined as

A
ξ (G) = ∑

u∈V (G)

M(u)ε(u)−1,

where ε(u) is defined as the length of a maximal path connecting u to another vertex of G.
Fullerenes are molecules in the form of cage-like polyhedra, consisting solely of carbon atoms
bonded in a nearly spherical configuration. In this paper we compute some bounds of the aug-
mented eccentric connectivity index and then we calculate this topological index for two infinite
classes of fullerenes.

Keywords: Augmented eccentric connectivity index, fullerenes, topological index, eccentricity.
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1 Introduction
In theoretical chemistry, molecular structure descriptors are used for modeling physico-chemical,
pharmacologic, toxicological, biological and other properties of chemical compound.
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Let G be any simple connected graph with vertex set V (G) and edge set E(G) and n = |V (G)|.
For two vertices u and v in V (G) their distance dG(u,v) is defined as the length of a shortest path
connecting u and v in G. For a given vertex u of G its eccentricity εG(u) is the largest distance
between u and any other vertices of G, i.e., εG(u) = maxv∈V (G) d(u,v). The maximum eccentricity
over all vertices of G is called the diameter of G and is denoted by D(G); the minimum eccentricity
among the vertices of G is called radius of G and is denoted by R(G). The set of all vertices of
minimum eccentricity is called the center of G.

The eccentric connectivity index of a graph G is defined as

ξ
c(G) = ∑

u∈V (G)

dG(u)εG(u),

where dG(u) denotes the degree of vertex u, i. e., the number of its neighbors in G. The eccen-
tric connectivity index was introduced by Madan et al. and used in a series of papers concerned
with QSAR/QSPR studies [8, 7, 5]. This index was successfully used for mathematical models of
biological activities of diverse nature. In fact, this index has been shown to give a high degree of
predictability of pharmaceutical properties, and may provide leads for the development of safe and
potent anti-HIV compounds.

The augmented eccentric connectivity index ?ξ A(G) of a graph G is defined as [2]

?
ξ

A(G) = ∑
u∈V (G)

M(u)
εG(u)

,

where M(u) denotes the product of degrees of all neighbors of vertex u. From above definition it is
clear that, as the degrees are taken over the neighborhoods and then multiplied, so the contribution
of a vertex to this index is non-local and again since the reciprocal of eccentricity is considered for
a vertex so the contribution of a vertex is also non-linear.

A revised version of augmented eccentric connectivity index, under the name Ediz eccentric
connectivity index, has been defined as

?
ξ

A(G) = ∑
u∈V (G)

S(u)
ε(u)

,

where S(u) denotes the sum of degrees of all neighbors of vertex u.
Fullerenes, discovered experimentally in 1985, are molecules in the form of cage-like polyhedra,

consisting solely of carbon atoms bonded in a nearly spherical configuration. It is well-known fact
that fullerenes made entirely of n carbon atoms, have 12 pentagonal and (n/2-10) hexagonal faces,
while n 6= 22 is a natural number equal or greater than 20 [12,13]. The most important member of the
family of fullerenes is C60 (See Fig.1). In this paper we aim to compute revised augmented eccentric
connectivity index for two infinite classes of fullerene graphs C12n+2 and C20n+40. Throughout this
paper, our notations are standard and mainly taken from standard books of graph theory such as [19].

2 Main Results
In this section we aim to compute the revised augmented eccentric connectivity index of two infinite
classes of fullerenes, namely C12n+2 and C20n+40. First consider an infinite class of fullerene with
exactly 12n+2 vertices and 18n+3 edges, depicted in Fig. 3. In Table 1, the augmented eccentric
connectivity index of C12n+2 fullerenes is computed for 1≤ n≤ 9.
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Fullerenes Exceptional augmented eccentric connectivity index for 1≤ n≤ 9
C26 3×72/5+1
C38 3×114/7
C50 3×36/7+3×102/8+3×12/9
C62 3×72/8+3×72/9+3×42/10
C74 3×36/8+3×72/9+3×54/10+3×36/11+3×24/12
C86 3×72/9+3×54/10+3×36/11+3×36/12+3×36/13+24/14
C98 3× (12/9+18/10+12/11+12/12+12/13+12/14+12/15+8/16)
C110 3× (18/10+12/11+12/12+12/13+12/14+12/15+12/16+12/17+8/18)

A general formula for the revised augmented eccentric connectivity index of C12n+2, n≥ 10 , is
obtained as follows:

Theorem 2.1.
A

ξ (C12n+2) =
90
n

+108
n

∑
i=1

1
n+ i

.

Proof. Using GAP [20] software, one can see that there are three types of vertices of fullerene graph
C12n+2. These are the vertices of the central and outer pentagons and other vertices of C12n+2. By
computing the eccentricity of these vertices we have the following table:

Vertices ε(u) Number
The Type 1 Vertices 2 8
The Type 1 Vertices n 6
Other Vertices n+ i(1≤ i≤ n) 12

Consider now an infinite class of fullerene with exactly 20n+ 40 vertices and 30n+ 60 edges, de-
picted in Fig. 4. In Table 2, the eccentricity of vertices of C20n+40 fullerenes are computed for
1≤ n≤ 10. If n11 then a general formula for the augmented eccentric connectivity index of C20n+40
is obtained as follows:

Theorem 2.2.
A

ξ (C20n+40) = 180
n

∑
i=0

1
n+4+ i

+90(
1

2n+5
+

1
2n+6

).

Proof. Similar to proof of Theorem 2.1, one can see that there are three types of vertices in the
fullerene graph (See Fig. 4). These are the vertices of the central and outer pentagons and other
vertices of C20n+40. Computing the eccentricity of these vertices we have the following table:

Vertices ε(u) Number
The Type 1 Vertices 2n+6 10
The Type 1 Vertices 2n+5 10
Other Vertices n+4+ i(0≤ i≤ n+1) 20

References
[1] A.R. Ashrafi, M. Ghorbani, Eccentric Connectivity Index of Fullerenes, 2008, In: I. Gutman,

B. Furtula, Novel Molecular Structure Descriptors Theory and Applications II, pp. 183–192.

149



[2] H. Dureja and A. K. Madan, Superaugmented eccentric connectivity indices: new-generation
highly discriminating topological descriptors for QSAR/QSPR modeling, Med. Chem. Res.,
vol. 16, pp. 331–341, 2007.

[3] M. R. Farahani, The Ediz Eccentric Connectivity index and the Total Eccentricity Index of a
Benzenoid System Journal of Chemica Acta 2 (2013) 22–25.

[4] I. Gutman, O. E. Polansky, Mathematical Concepts in Organic Chemistry, Springer–Verlag,
Berlin, 1986.

[5] S. Gupta, M. Singh, and A. K. Madan, Application of graph theory: relationship of eccentric
connectivity index and Wieners index with anti-inflammatory activity, J. Math. Anal. Appl.,
vol. 266, no. 2, pp. 259–268, 2002.

[6] M. Ghorbani, Connective eccentric index of fullerenes, J. Math. Nanosci. 1(2011) 43–50.

[7] S. Sardana and A. K. Madan, Application of graph theory: relationship of molecular connec-
tivity index, Wieners index and eccentric connectivity index with diuretic activity, Match, no.
43, pp. 85–98, 2001.

[8] V. Sharma, R. Goswami, and A. K. Madan, Eccentric connectivity index: A novel highly
dis- criminating topological descriptor for structure-property and structure-activity studies, J.
Chem. Inf. Comput. Sci., vol. 37, pp. 273–282, 1997.

150



The First Conference on Computational Group Theory, Computational Number Theory and Applications,
University of Kashan, 26-28 Azar, 1393 (December 17-19 2014), pp: 151-154.

Oral Presentation

Distance-Regular Graphs and Distance Based
Graph Invariants

Reza Sharafdini
Department of Mathematics, Faculty of Sciences, Persian Gulf University, Bushehr, Iran

sharafdini@pgu.ac.ir

Abstract

In this article we aim to obtain an explicit formula for some distance based graph invariants
of distance-regular graphs. In fact we obtain formulas for Wiener index and its multiplicative
version of a distance-regular graph in terms of its intersection array and its distance partition.
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1 Introduction
Throughout this paper G = (V,E) denotes a connected, simple and finite graph with vertex set V =
V (G) and edge set E = E(G).

The distance d(u,v) between two vertices u and v is the minimum of the lengths of paths between
u and v. The diameter D of a graph G is defined as D := maxu,v∈V (G) d(u,v). For a graph G of

diameter D, vertex v ∈ V (G), and for 0 ≤ i ≤ D, define Gi(v) =
{

w ∈ V | d(v,w) = i
}
. These cells

G0(v),G1(v), . . . ,GD(v) form a distance partition (or a level decomposition) of G based on v∈G. For
each v ∈V (G), G1(v) is called the set of neighbors of v; and the size of G1(v) is called the degree of
v. A graph is said to be k-regular if |G1(u)|= |G1(v)|= k for all u,v∈V (G). A distance-regular
graph is a simple connected graph such that for any two vertices u and v, the number of vertices
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at distance i from u and at distance j from v depends only upon i, j, and t = d(v,w). Equivalently,
a distance-regular graph is a simple connected graph of diameter D for which there exist integers
ai,bi,ci, i = 0, . . . ,D such that for any two vertices x,y in V (G) at distance i = d(x,y), there are
exactly ci neighbors of y in Gi−1(x), bi neighbors of y in Gi+1(x) and ai neighbors of y in Gi(x).
Namely,

| G1(y)∩G j(x) |=

 ai if j = i;
ci if j = i−1;
bi if j = i+1.

The numbers ai,bi, and ci are often displayed in a three-line array

c0 c1 · · · cD−1 cD
a0 a1 · · · aD−1 aD
b0 b1 · · · bD−1 bD

 ,

which is known as its intersection array. In particular G is regular of degree k := b0 and a0 = c0 =
bD = 0, ,c1 = 1, ai + bi + ci = k 0 ≤ i ≤ D. We may represent the intersection arrays of a
distance-regular graph as

{b0 = k,b1, ...,bD−1;c1 = 1,c2, ...,cD}.
Suppose that G is a distance-regular graph of diameter D with the intersection array {b0 =

k,b1, ...,bD−1;c1 = 1,c2, ...,cD}. Fixing 0 ≤ i ≤ D, by the definition of distance-regular graphs,
the size of Gi(u) does not depend on the choice of u ∈ V (G). Let us denote the size of Gi(u) by ki,
i.e., ki := |Gi(u)|,0≤ i≤ D. Note that k0 = |G0(u)|= 1 and k1 = |G1(u)|= k and

1+ k+ k2 + . . .+ kD = |V (G)|. (1.1)

Moreover, For any vertex u ∈V (G), any vertex of Gi(u) is adjacent to bi vertices in Gi+1(u) and any
vertex of Gi+1(u) is adjacent to ci vertices in Gi(u). Thus by two way of counting the number of
edges between Gi(u) and Gi+1(u) we have:

kibi =| Gi(u) | bi =| Gi+1(u) | ci+1 = ki+1ci+1. (1.2)

Hence, it follows from (1.2) that the number of vertices at distance i of a vertex u, namely |Gi(u)|, is
obtained directly from the intersection array ([1, Proposition 20.4])

ki = |Gi(u)|=
∏

i−1
j=0 b j

∏
i
j=2 c j

(2≤ i≤ D) and |G1(u)|= b0. (1.3)

The problem of distances in graph attracts the attention of scientist both as theory and appli-
cations. In 1947, H. Wiener [18] has proposed his path number, as the total distance between all
carbon atoms for correlating with the thermodynamic properties of alkanes. Numerous of its chem-
ical applications were reported and its mathematical properties are well understood. This index now
is called the Wiener index W (G) of a graph G, and defined as the sum of distances between all un-
ordered pairs of vertices of G, i.e., W (G) := ∑{u,v}⊆V d(u,v). In fact, if we denote by d(G,k), k≥ 0,
the number of unordered vertex pairs at distance k, then W (G) = ∑

D
k=1 k ·d(G,k). Note that d(G,3)

is called the Wiener polarity of G which is some times denoted by Wp(G).
For u ∈ V (G), the distance sum D(u) and its multiplication version D∗(u) of u is defined as

D(u) = ∑v∈V (G) d(u,v), D∗(u) = ∏v∈V (G)
v6=u

d(u,v). In this case the Wiener index of G and its

multiplicative version are represented as follows:

W (G) =
1
2 ∑

u∈V (G)

D(u), (1.4)
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W ∗(G) =
1
2 ∏

u∈V (G)

D∗(u). (1.5)

The following modification of Wiener index has also been considered:

Wλ (G) := ∑
{u,v}⊆V

d(u,v)λ ; λ 6= 0.

Wλ (G) :=
1
2 ∑
{u,v}∈V (G)

Dλ (u); λ 6= 0,

where Dλ (u) is called λ -distance sum of u and defined as follows: Dλ (u) = ∑{u,v}∈V (G) d(u,v)λ

The multiplicative version of Wiener index of G, denoted by W ∗(G) is also defined as follows [4]:
W ∗(G) := ∏v∈V (G)

v6=u
d(u,v) = ∏

D
k=1 k ·d(G,k). Hosoya [5] introduced a distance-based graph polyno-

mial H(G,x) = ∑k≥1 d(G,k)xk, nowadays called the Hosoya polynomial. It is easy to check that it
can be written in the following form H(G,x) = ∑{u,v}⊆V (G) xd(u,v). The first derivative of the Hosoya
polynomial at = 1 is equal to the Wiener index.

2 Main Results
Theorem 2.1. Let G be a distance-regular graph whose intersection array is {b0,b1, ...,bD−1;c1 =

1,c2, ...,cD}. Then we have Wλ (G) = nb0
2

(
1+∑

D
i=2 iλ

∏
i−1
j=1 b j

∏
i
j=2 c j

)
.

Theorem 2.2. Let G be a distance-regular graph whose intersection array is {b0,b1, ...,bD−1;c1 =

1,c2, ...,cD}. Then we have W ∗
λ
(G) =

nD−1bD
0

D−1

∏
i=1

bD−i
i

4
D

∏
i=2

cD+1−i
i

D!λ .

Theorem 2.3. Let G be a distance-regular graph of diameter D with n vertices. Then for each
u ∈V (G)

D(u) =
D

∑
i=1

iki, D∗(u) = D!
D

∏
i=1

ki,

W (G) =
n
2

D

∑
i=1

iki, W ∗(G) =
D!n

2

D

∏
i=1

kn
i .

A general case of the above theorem is formulated in the following statement whose proof is
done in the same way of Theorem 2.3.

Theorem 2.4. Let G be a distance-regular graph of diameter D with n vertices. Then for each
u ∈V (G) Dλ (u) = ∑

D
i=1 iλ ki, Wλ (G) = n

2 ∑
D
i=1 iλ ki.

Theorem 2.5. Let G be a distance-regular graph of diameter D with n vertices. Then H(G,x) =
n
2 ∑

D
i=1 kixi.
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Theorem 2.6. Let G be a bipartite distance-regular graph of diameter D with n vertices. Then for
each f = uv ∈ E(G)

D( f ) =
D−1

∑
i=1

(
ikibi +(i−1)b1b2 . . .bi

)
, We(G) =

nb0

4

D−1

∑
i=1

(
ikibi +(i−1)b1b2 . . .bi

)
.

The line graph L(G) of a graph G is defined as follows: each vertex of L(G) represents an
edge of G, and any two vertices of L(G) are adjacent if and only if their corresponding edges share a
common endpoint in G. One can also define iterated line graphs by setting L0(G) =G,L1(G) = L(G)
and generally Ln(G) = L(Ln−1(G)).

The following observation is due to M.H. Khalifeh at. el [6, Theorem 2.4]

Theorem 2.7. Suppose G is a connected graph with m edges. Then

W (L(G))−We(G) =

(
m
2

)
.

Corollary 2.8. Let G be a bipartite distance-regular graph of diameter D with n vertices. Then

W (L(G)) =We(G)+

(
nb0/2

2

)
=

nb0

4

D−1

∑
i=1

(
ikibi +(i−1)b1b2 . . .bi

)
+

(
nb0/2

2

)
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Abstract
In this paper we propose a secret sharing scheme based on elliptic curves over unsecured

channel. The security of this method is based on hardness of Discrete Logarithm Problem (DLP)
of elliptic curves. In addition we use Edwards curve because it provides a time effiecient for point
addition formula.
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1 Introduction
Secret sharing is a method of distributing a secret amongst a group of people by giving each person
a part of secret (a share), in which each of whom have equal rigths in decrypting the secret. Secret
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sharing schemes were introduced independetly by Blakley [1] and Shamir [2] in 1979.

Here we explain two types of secret sharing schemes:

I) (k,k) Threshold Scheme
A dealer, who distributes shares to peolpe, splits a secret S amongst k people such that all k people
are needed to construct the secret.

II) (k,n) Threshold Scheme
Dealer splits a secret S into n people such that any group of k people can reconstruct the secret, but
no group of people less than k people can do so.

The special case of threshold secret sharing invented by Shamir in 1979, based on k points S
needed to uniquely determining a polynomial of degree k−1.
Dealer divides secret S∈Zp into pieces Si by randomly choosing k−1 elements denoted by {a1,a2, ...,
ak−1} in which a0 = S and

f (x) = a0 +a1x+ ...+ak−1xk−1

where each share is a point (xi, f (xi)),(1≤ i≤ n).
To reconstruct the secret S any group of k elements uses a method of calculating the polynomial
f (x), which is based on the Lagrange interpolation formula for polynomials,

f (x) =
k

∑
i=1

f (xi)
k

∏
j=1, j 6=i

x− xi

xi− x j
.

Every group of people only interested to compute the secret S = a0, therefore we can make simplifi-
cation, since S = a0 = f (0), we substitute x = 0 into Lagrange interpolation formula and get

S =
k

∑
i=1

f (xi)
k

∏
j=1, j 6=i

−xi

xi− x j
.

So we can calculate the secret S with an explicit formula.

2 Review of Elliptic Curves
In this section we briefly give the definitions and some properties of elliptic curve. For more infor-
mation see [4].

Definition. let F be a field of the characteristic different from 2 or 3. An elliptic curve E defined
over F is nonsingular plane curve with the equation

y2 = x3 +ax+b,

where a,b ∈ F . So that 4a3 +27b2 6= 0 in F .
Let E(F) be the set of all solutions (x,y) ∈ F together with a point O , called the point at infinity.
For any two points P = (xp,yp) and Q = (xq,yq) in E(F), operation R = P+Q defines as
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R =

 O xp = xq, yp =−yq
Q P = O
(xr,yr) o.w.

where
xr = λ

2− xp− xq, yr = λ (xp− xr)− yp

and

λ =

{
(yq− yp)/(xq− xp) P 6= Q
(3x2

p +a)/2yp P = Q,yp 6= 0

and if yp = 0 then 2P = O .

With above definition, E(F) forms an additive abelian group with identity O .

Discrete Logarithm Problem on Elliptic Curve (ECDLP)

Let E be an elliptic curve, G ∈ E be a point and C ∈ 〈G〉. Discrete logarithm problem on E is the
problem of finding an integer m such that C = mG.
There is no subexponential-time method for solving and the security of elliptic curve cryptograghy
depends on the hardness of discrete logarithm problem [3].

2.1 Edwards Curves
In [5] Edwards introdused an alternative model of elliptic curves over feild F with char(F) 6= 2.
Bernstein and Lang [6] improved the Edwards curves form and obtained

Ed : x2 + y2 = 1+dx2y2,

where d ∈ F \{0,1} with the identity element O = (0,1).
Edwards curves have unified formula that can be use for point addition and point doublings.
For P = (x1,y1) and Q = (x2,y2) in Ed(F), the addition law is defined as R = P+Q = (x3,y3),
where

x3 =
x1y2− x2y1

1+dx1x2y1y2
,y3 =

y1y2− x1x2

1−dx1x2y1y2
.

This algorithim is fast and provides a natural protection from side channel attacks.

3 Main Results
In this paper we present a method for secret sharing on elliptic curves.
Let Fq be a Galois field, where q is a power of a prime. We consider a group of k people, each
of them identified as {d1,d2, ...,dk} ⊂ Fq known by every one. Also we define notations D and
M = {Mi}k

i=1 for dealer and the set of points of an elliptic curve, where M = {Mi}k
i=1 are parts of

the message M.

157



3.1 Our Scheme
First D chooses elliptic curve E defined over Fq with base point G, such that the number of ellements
of E(Fq) is a large prime or has a large prime factor and D selects a private key c∈ Fq, and computes
T = cG. Then D publishes {Fq,a,b,G,T} as a public information.
1. D selects random numbers ci ∈ Fq, (1≤ i≤ k−1) and defines f (x) = c+∑

k−1
i=1 cixi.

2. D randomly chooses ri ∈ Fq, (1≤ i≤ k) and computes riG.
3. D sends (Mi + riT,riG, f (di)) to each di,(1≤ i≤ k) as the shares.

3.2 Recovery of the Message by k People
1. k People together can compute private key c by using Lagrange interpolation

c = f (0) =
k

∑
i=1

f (di)
k

∏
j=1, j 6=i

−di

di−d j
.

2. For 1≤ i≤ k, di computes ricG and then achieve Mi = Mi + riT − ricG.

The security of this scheme is based on hardness of discrete logarithm problem and the security of
Shamir scheme. No one can reveal Mi, and no group of less than k elements can reconstract M.
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Abstract

A topological index of a simple connected graph G is a numeric quantity related to the struc-
ture of the graph G. The set of all automorphisms of G under the composition of mapping forms a
group which is denoted by Aut(G). In this paper we study the Mobius ladder graph G=(V,E) with
the vertex set V and the edge set E and based on the feature of the action Aut(G) on the vertex set
V and the edge set E, we compute the Wiener, Szeged and pI indices this graph.

Keywords: Wiener index, Szeged index, PI index, mobius ladder graph .

MSC(2010): Primary: 65F05; Secondary: 46L05, 11Y50.

1 Introduction
A topological index of a simple connected graph G is a graph invariant which is related to the
structure of the graph,so when G is a molecular graph it’s topological indices are called as a molec-
ular structure descriptor and are used to undrstand properties of chemical compounds,also the old-
est topological index of a graph Wiener index was first studied by a chemist named H.Wiener[4]
for the determination of the boiling point of paraffin.Today many kinds of topological indices are
known and they have many chemical applications for chemical molecular graphs so, many scien-
tists in over the world like,H.Hosoya,A.A.Dobrynim,I.gutman,...,have studied about the calculation
of the topological indices of the graphs also recently many researches in this case have done by
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,S.Yousefi,H.yousefi-Azari,A.R.Ashrafi and M.H.khalifeh in Iran. Let G = (V,E) be a simple con-
nected graph whereV and E are the vertex set and the edge set of G respectively. The Wiener index
of G, is denoted by W(G) and is defined as:

W (G) = ∑
u,v∈V

d(u,v)

Where d(u.v) is the distance between vertices u and v.If the sum of distances between the vertex u
with all other vertices of the graph G is denoted by d(u) then we have:

W (G) =
1
2 ∑

u∈V
d(u)

The Szeged index,see [1] is a topological index of the graph G which is closely related to the
Wiener index of G and coincides with the Wiener index in the case that G is a tree. This index
concerned about how the vertices of the graph G are distributed.and is denoted by SzG) and is
defined as :

Sz(G) = ∑
e=uv∈E

nu(e|G)nv(e|G)

The Padmakar-Ivan,PI index [3] is another topological index of a simple connected graph that takes
into account the distribution of edges,so is closely related to Szeged index. The PI index of G is
defined by :

PI(G) = ∑
e=uv∈E

neu(e|G)+nev(e|G)

All topological indices are based on a graph representation which in the case of molecular graphs is
related to physico-chemical properties of compounds.

We define a Mobious ladder graph G=(V,E) as a ladder with k steps such that the set of all nodes
of . steps forms the vertex set V of G,so |V | is even.Therefore n is of the forms n=4k or n=4k+2
,where k ∈ N . Let |V | = n ,and the adjacent and opposite vertices are joint by an edge, also the
vertices of the first and the last steps are connected diagonally.

In this paper the Wiener, Szeged and PI index of a certain graph (Mobius ladder), based on the
feature of the action Aut(G) on the vertex set V and the edge set E of G which introduced in [2]
are computed. In [2] it has been proved for a vertex-transitive graph G the Wiener index can be
calculated by the following formula:

W (G) = 1/2|V |d(v)

Where v is an arbitrary vertex . Here by using the vertex-transitive property of graph, the Wiener
index is computed and the PI index of G is calculated by applying the proposition in [2] which
implies:

Let G=(V,E) be a simple connected graph.If Aut(G) on E has orbits E1,E2, ...,Er with represen-
tatives e1,e2, ...,er, where ei = uivi ∈ E then:

PI(G) =
r

∑
i=1
|Ei|[neiui(ei|G)+neivi(ei|G)]
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2 Results
1.Let G = (V,E) be a Mobius ladder graph, and |V |= n, n > 4 ,TheWiener index ofG is:

W (G) =

{
1/2(n)(n/2)((n+4)/4)−1 , n = 4k

1/2n(((n+2)2)/8−1) , n = 4k+2

2. Let G= (V,E) be a Mobius ladder graph, and |V |= n. The Szeged index of G is:

Sz(G) =

{
3/2n(n/2−1)2 , n = 4k

3/8n3 , n = 4k+2

3.Let G=(V,E) be a Mobius ladder graph and,|V |= n. The padmakar Ivan index of G is:

PI(G) =

{
2n(n−5) , n = 4k
2n(n−3) , n = 4k+2
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Abstract

Suppose G be a graph with signless Laplacian eigenvalues q1, q2, ..., qn.The signless Lapla-
cian spectral moments of G is defined Tk(G) = ∑

n
i=1 qk

i (G). In this paper we compute Ti(G),
0 6 i 6 5, for any graph G and compare some graphs with respect to signless Laplacian spectral
moments.

Keywords: Signless laplacian, spectral moments, tree.
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1 Introduction
In this section we recall some definitions that will be used in the paper. Let G is a simple graph. The
characteristic polynomial det(λ I−A) of a (0,1)−adjacency matrix of G is called the characteristic
polynomial of G and denoted by PG(λ ). The eigenvalues of A(i.e. the zeros of det(λ I−A)) and the
spectrum of A are also called the eigenvalues and the spectrum of G, respectively. The eigenvalues
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of G are usually denoted by λ1(G), λ2(G), · · · , λn(G). Let n, m, R be the number of vertices, the
number of edges and the vertex-edge incidence matrix of a graph G.

Lemma 1. (see [1]) Suppose G is a graph, A is the adjacency matrix of G and AL is the adjacency
matrix of the line graph L(G) of G. Then:

1) RRt = A+D,

2) RtR = AL +2I,

where D is the diagonal matrix of vertex degrees. The matrix L = D−A is known as the Laplacian
of G and the matrix A+D is called signless Laplacian, where D is the diagonal matrix of vertex
degrees. Since non-zero eigenvalues of RRt and RtR are the same, from the above relations we
immediately obtain following result.

Lemma 2.(see [1])Let G is a graph with n vertices and m edges. Then the characteristic polynomial
of L(G) is

PL(G)(λ ) = (λ +2)m−nQG(λ +2),

where QG(λ ) is the characteristic polynomial of the matrix Q = A+D.

Definition 3. A semi-edge walk of length k in an undirected graph G is an altrnating sequence v1,
e1, v2, e2, · · · , vk, ek, vk+1, of vertices v1,v2, · · · , vk+1 and edges e1,e2, · · · , ek such that for any
i = 1,2, · · · , k the vertices vi and vi+1 are end vertices (not necessarily distinct) of the edge ei.

Lemma 4.(see [2]) Let Q be the signless Laplacian of a graph G. The (i, j)−entry of the matrix Qk

is equal to the number of semi-edge walks of length k starting at vertex i and terminating at vertex j.

Let Tk = ∑
n
i=1 qk

i (G), k = 0,1,2, ... be the kth spectral moment for the Q−spectrum. Since Tk =
tr(Qk), we have the following corollary.

Corollary 5.(see [2]) The spectral moment Tk is equal to the number of closed semi-edge walks of
length k.

In [3,4], we ordered some regular graphs with respect to spectral moments and in this paper we
obtain the formullas for some signless Laplacian spectral moments for any graph G.

2 Main Results
In this section, we find our description for the signless Laplacian spectral moments of graphs and
order the set of trees of order of n respect to spectral moment. The following two results are crucial
throughout this paper. Let (T0(G),T1(G), . . . ,Tn−1(G)) be the sequence of spectral moments of
G. For two graphs G1 and G2, we have G1 ≺T G2 if for some k (k = 1,2, ...,n− 1), we have
Ti(G1) = Ti(G2) (i = 0,1, ...,k− 1) and Tk(G1) < Tk(G2). An H−subgraph of G is a subgraph
isomorphic to the graph H. The number of all H−subgraphs of G is denoted by φG(H) or φ(G). for
short. Let Cn and Un are the cycle of size n, and a graph obtained from Cn−1 by attaching a leaf to
one of its vertices, respectively. In this paper, we determine the first and the last tree, in an T−order,
in the set of all trees of order n, respectively.

In following we have the formulas for Ti, 0 6 i 6 5, that the three of them are proved in [2].
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Theorem 6. Let G be a graph with n vertices, m edges and vertex degrees d1,d2, ...,dn. Then we
have:

T0(G) = n,

T1(G) =
n

∑
i=1

di = 2m,

T2(G) = 2m+
n

∑
i=1

d2
i ,

T3(G) = 6φ(C3)+3
n

∑
i=1

d2
i +

n

∑
i=1

d3
i ,

T4(G) =
n

∑
i=1

di +2
n

∑
i=1

di(di−1)+8φ(C4)+
n

∑
i=1

d4
i

+ 2
n

∑
i=1

d3
i +4

n

∑
i=1

tidi +4
n

∑
j=1

∑
i6= j

did j, j ∼ i,

T5(G) = 30φ(C3)+10φ(U4)+10φ(C5)+
n

∑
i=1

d5
i +6

n

∑
i=1

d4
i +6

n

∑
i=1

tid2
i

+ 5
n

∑
i=1

[d2
i +di(d∗i −1)+2qi]di +6

n

∑
j=1

n

∑
i=1

did2
j , j ∼ i.

where di is degree of ith vertex, d∗i is the degree of its neighbours and ti and qi are the number of
triangles and quadrangles containing the ith vertex, respectively.

Theorem 7. In an T−order of trees on n vertices, the first graph is the path Pn, and the last graph is
the star K1,n−1 .
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Abstract

Let R be a commutative ring without identity. We define the graph G(R) with vertex set
V (G(R)) and edge set E(G(R)) as follows:

V (G(R)) = {I | I 6= {0} , I / R},

E(G(R)) = {IJ | I + J = R}.
The set ∆(R) consists of all ideals I of R such that I is not contained in J(R), where J(R) denotes
the Jacobson radical of R. Throughout this paper we consider only commutative ring not neces-
sary unital. In this paper we study about this graph. We show that under some conditions on the
G(R), the ring R is Noetherian or Artinian.

Keywords: Commutative ring, graph.
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1 Introduction
Let G be a graph and L be a set. A coloring of G by L is a function c : V (G)−→ L with this property:
if u,v ∈ V (G) are adjacent, then c(u) and c(v) are different. The chromatic number of G is the
minimum number of colors which is needed for a proper coloring of G, and is denoted by χ(G).
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Recall that a graph is said to be connected if for each pair of distinct vertices v and w, there is a finite
sequence of distinct vertices v = v1,v2, ...vn = w such that each vivi+1 is an edge. A complete graph
is a simple graph in which every pair of distinct vertices is connected by a unique edge. A clique of
the graph is its maximal complete subgraph. We denote the size of the largest clique of G by ω(G).
Obviously for every graph G, χ(G)≥ ω(G).

In [3], Beck considered Γ(R) as a graph with vertices as elements of R, where two different
vertices a and b are adjacent if and only if ab = 0. He showed that χ(Γ(R)) = ω(Γ(R)) for certain
class of rings.

In [6], Sharama and Bhatwadekar defined another graph on R, Γ(R), with vertices as elements
of R, where two distinct vertices a and b are adjacent if and only if Ra+Rb = R. They showed that
χ(Γ(R))< ∞ if and only if R is a finite ring. In this case χ(Γ(R)) = ω(Γ(R)) = t + l, where t and l
are the number of maximal ideals of R and the number of units of R, respectively.

Maimani et al. in [5] study further the graph defined by Sharama and Bhatwadekar. They study
on connectivity and diameter of this graph. In addition, they completely characterize the diameter
of comaximal graph of commytative rings. In this paper we define a new graph on R, where R be a
commutative ring not necessary unital.

The notation we use is mostly standard and taken from standard graph theory textbooks, such as
[4] and [7].

2 Main Results
Throughout this section R will be a commutative ring with identity.

Definition 1. Let R be a commutative ring without identity. We define the graph G(R) with vertex
set V (G(R)) and edge set E(G(R)) as follows:

V (G(R)) = {I | I 6= {0} , I / R},

E(G(R)) = {IJ | I + J = R}.

A ring R is quasi local if it has a unique maximal ideal. A quasi local ring R with unique
maximal m is denoted by (R,m). Obviously R is quasi local ring if and only if E(G(R)) = /0.
In the graph G(R), the induced subgraph Max(R) is complete. In this case we have ω(G(R)) =
|Max(R)|. Moreover m ∈ V (G(R)) is a maximal ideal of R not contained in nonezero ideals of R.
So m is adjacent with all vertices of G(R) and in this case J(R) = {0}. In this section we look at the
conditions on the G(R) to prove R is Noetherian or Artinian.

Theorem 2.1. Let R be a ring, Assume that J(R) is finitely generated and each maximal ideals of R
as vertices of G(R) have finite degree and |Max(R)| ≥ 2. Hence R is Noetherian.

Example. In the ring Z, degree of all maximal ideals as vertices of G(Z) is infinite, but Z is
Noetherian ring. Hence the converse of above theorem is not true.

Corollary. Let R be a ring, Assume that J(R) is finite and each maximal ideals of R as vertices
of G(R) have finite degree and |Max(R)| ≥ 2 and Spec(R) = Max(R). Then R is Artinian.

Recall that in this type of comaximal graph the clique number of G(R) is equal to |Max(R)|.

Theorem 2.2. The following statements are hold:
i. Let R be an Artinian ring then ω(G(R))< ∞ and 〈Spec(R)〉 is a complete subgraph.
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ii. Let R be an infinite integral domain such that |U(R)|< ∞. Then G(R) doesn’t have isolated vertex
and ω(G(R)) = ∞.

A ring is said to be clean if all of its elements can be written as the sum of a unit and an
idempotent see [1], [2] For example, a quasi local ring is clean. The following theorem characterize
clean rings.

Theorem 2.3. For the ring R, the following are equivalent:
i. R is a finite product of quasi local rings.
ii. R is clean and ω(G(R))< ∞.
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Abstract

In this paper, we review the capacity of some Gaussian channels: the Gaussian channels with
power constraint, the AWGN channels with their idealized duty cycle and the AWGN channels
with duty cycle constraint.
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1 Introduction
Definition 1.1. The mutual information I(X ;Y ) between two random variables with the joint density
f (x,y) is

I(X ;Y ) =
∫

f (x,y) log
f (x,y)

f (x) f (y)
dx dy.
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Definition 1.2. A Gaussian channel is a channel with output Yi at time i such that Yi is the sum of the
input Xi and the noise Zi such that Zi is drawn independent identically distributed from a Gaussian
distribution with variance N. Thus,

Yi = Xi +Zi, Zi ∼N (0,N).

The noise Zi is assumed to be independent of the signal Xi.

Definition 1.3. AWGN is a Gaussian channel that is added to any noise and it has uniform power
across the frequency band.

The most common limitation on the input is an energy or power constraint. We assume an
average power constraint. For any codeword (x1,x2, ...,xn) transmitted over the channel, we require
that

1
n

n

∑
i=1

x2
i ≤ P.

Definition 1.4. The information capacity of a Gaussian channel with power constraint P is

C = max
f (x)

E{X2}≤P

I(X ;Y ).

Theorem 1.5. [1] The capacity of a Gaussian channel with power constraint P and the noise vari-
ance N is

C =
1
2

log(1+
P
N
).

Definition 1.6. An (M,n)-code for the Gaussian channel with power constraint P consist of the
following:

1. An index set {1,2, ...,M}.

2. An encoding function x : {1,2, ...,M} → χn yielding codewords xn(1),xn(2), ...,xn(M), satis-
fying the power constraint P, i.e., for every codeword:

n

∑
i=1

x2
i (w)≤ nP, w = 1,2, . . . ,M.

3. A decoding function
g : ϒ

n→ {1,2, . . . ,M}.

Definition 1.7. A duty cycle is the precentage of one period in witch a signal is active. A duty cycle
may be expressed as

D =
T
P
∗100,

where D is duty cycle, T is the time the signal is active and P is the total period of the signal.

We assume that 1− q is the maximum duty cycle allowd. It is required that every codeword
(x1,x2, ...,xn) satisfies in

1
n

n

∑
i=1

1{xi 6=0}+
1
n

2c(1{xn=0,x1 6=0} +
n−1

∑
i=1

1{xi=0,xi+1 6=0})≤ 1−q.

We refer to this as duty cycle constraint (q,c).

Definition 1.8. The idealized duty cycle constraint is the special case (q,0).
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2 The Recent Results
The set of all distributions of the channel input X with duty cycle constraint (q,0) and power con-
straint P is denoted by

Λ(P,q) = {µ|µ is a distribution o f X , µ({0})≥ q,Eµ{X2} ≤ P}.

Theorem 2.1. [2] The capacity of the AWGN channel with its idealized duty cycle no greater than
1−q and power constraint no greater than P is

C(P,q) = max
µ∈Λ(P,q)

I(X ;X +N).

In particular,

1. the maximum is ashieved by a uniqe distribution µ0 ∈ Λ(P,q).

2. µ0 is symmetric about 0 and its second moment is exactly equal to P.

3. µ0 is discrete with an infinite number of probability mass points, whereas the number of prob-
ability mass points in any bounded interval is finite.

We consider that µ is the probability distribution of the process X1,X2, ..., µXi is the marginal
distribution of Xi and µXi,X j is the joint probability of (Xi,X j).

Let Λn(P,q,c) be the set of n-dimensional distributions witch satify duty cycle constraint (q,c)
and power constraint P:

{µ|Eµ(
1
n

n

∑
i=1

X2
i )≤ P,

1
n

n

∑
i=1

[µXi({0})−2cµXi,Xi+1({0}∗ (R−{0}))]≥ q},

where µXi,X j({0}∗ (R−{0})) = P(Xi = 0,X j 6= 0).

Theorem 2.2. [2] The capacity of the AWGN channel with duty cycle constraint (q,c) and power
constraint P is

C(P,q,c) = lim
n→∞

1
n

max
µ∈Λn(P,q,c)

I(Xn;Y n).

The set of stationary distributions which satisfy duty cycle constraint (q,c) and power constraint
P, Λ(P,q,c), is

{µ|µ is stationary, Eµ(X2
1 )≤ P,µX1({0})−2cµX1,X2({0}∗ (R−{0}))≥ q}.

Theorem 2.3. [2] For any µ ∈ Λ(P,q,c), we let

L(µ) = I(X1;X1 +N)− I(X1;X2,X3, . . .),

where N is standard Gaussian and independent of X1. Then we have:

1. L(µ) is a lower bound of the channel capacity.

2. The maximum of L is achieved by a discrete first-order Markov process, denoted by µ∗.

3. µ∗ satisfied in this property: If Bi = 1{Xi 6=0} then the variables Xi and Xi+1 are independant,
for all i conditioned on Bi and Bi+1, and

L(µ∗) = I(X1;X1 +N)− I(B1;B2).
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Abstract

Let G be a finite group and NG denote the set of all non-trivial proper normal subgroups of G.
An element K of NG is said to be n−decomposable if K is a union of n distinct conjugacy classes
of G. G is called n−decomposable, if NG ̸= /0 and every element of NG is n−decomposable.

In this paper, the problem of finding the structure of non−solvable non−perfect 12 and 13−
decomposable finite groups are considered into account.

Keywords: Conjugacy class, n-decomposable group.
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1 Introduction
Let G be a finite group and let NG be the set of non-trivial proper normal subgroups of G. An
element K of NG is said to be n−decomposable if K is a union of n distinct conjugacy classes of G.
If NG ̸= /0 and every element of NG is n−decomposable, then we say that G is n−decomposable.

In [1], the problem of classifying n-decomposable finite groups was proposed and the authors
characterized the solvable n−decomposable finite groups under certain conditions. In the mentioned
paper, the structure of 2−, 3− and 4−decomposable finite groups are obtained. In [2, 3, 4], the
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authors continued this problem by characterizing n−decomposable finite groups, when 5≤ n≤ 10.
It is merit to state here that such type of problems in group theory was started by Wu Jie Shi in the
field of quantitative structure of finite groups [5].

Throughout this paper, as usual, G
′

denotes the derived subgroup of G, Z(G) is the center of G,
xG, x ∈ G, denotes the conjugacy class of G with the representative x and G is called non-perfect, if
G
′ ̸= G. Also, SmallGroup(n, i) denotes the ith group of order n in the small group library of GAP.

Our other notations are standard and can be taken from the standard books of group theory.

2 Main Results
In this section we report our new results on the characterization problem of finite non-perfect non-
solvable 12 and 13−decomposable finite groups. To do this, we first introduce some notations. Let
T = {L2(q) | q = pm, p and m are primes} and S = {L2(p) | p is prime}.

Proposition 1. If G is finite non-perfect non-solvable 13−decomposable finite group and p ̸∈
π(Aut(G′)) then G′ is simple.

Proposition 2. Suppose G is non-perfect non-solvable 13−decomposable finite group and G′ ∈
T ∪S. Then G∼= Aut(PSL(2,23)).

Proposition 3. Suppose G′ is simple and ψ(G
′
) ≤ 2 then there is no non-perfect non-solvable

13−decomposable finite group.

Proposition 4. Suppose G is finite non-perfect non-solvable finite group and p ̸∈ π(Aut(G′)) then
there is no 12−decomposable finite group.

Proposition 5. Suppose G is non-perfect non-solvable 12−decomposable finite group and G′ ∈
T ∪S. Then there is no non-perfect non-solvable 12−decomposable finite group.

Proposition 6. Suppose G′ is simple and ψ(G
′
) ≤ 2 then there is no non-perfect non-solvable

12−decomposable finite group.

Proposition 6. If G is finite non-perfect non-solvable 12−decomposable finite group

G∼=U3(5).3,Aut(M12),Aut(M22),Aut(A8).
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Abstract

In this paper, we review the stochastic encoders for channel coding and lossy source coding
with a rate close to the fudemental limits, where the input alphabet for channel coding and the
reproduction alphabet for lossy source coding are finite.

1 Introduction
The sequence U ≡ {Un}∞

n=1 of random variables is called a general source, where Un ∈U n. For a
general source U , the spectral Sup-entropy rate H(U) and the spectral Inf-entropy rate H(U) are:

H(U) = inf
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

1
µUn(Un)

> θ
)
= 0
}

H(U) = sup
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

1
µUn(Un)

< θ
)
= 0
}
.

For a pair (U,V ) = {(Un,V n)}∞
n=1 of general source, the spectral conditional Sup-entropy rate

H(U |V ), the spectral conditional Inf-entropy rate H(U |V ), the spectral Sup-mutual information rate
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I(U ;V ) and the spectral Inf-mutual information rate I(U ;V ) are:

H(U |V ) = inf
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

1
µUnV n(Un|V n)

> θ
)
= 0
}
,

H(U |V ) = sup
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

1
µUnV n(Un|V n)

< θ
)
= 0
}
,

I(U ;V ) = inf
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

µUnV n(Un,V n)

µUn(Un)µV n(V n)
> θ

)
= 0
}
,

I(U ;V ) = sup
{

θ : lim
n→∞

p
(1

n
log

µUnV n(Un,V n)

µUn(Un)µV n(V n)
< θ

)
= 0.

A sequense W ≡ {µYn|Xn}∞
n=1 of conditional probability distributions is called a general channel. For

a general channel W , the channel capacity C(W ) is

C(W ) = sup
X

I(X ;Y ). (1.1)

In [2], the concept of channel capacity is described in detail.
A pair (R,D) consisting of a rate R and a distortion D is called achievable if for all δ > 0

and all sufficiently large n there is a pair consisting of an encoder φn : Y n −→Mn and a decoder
ψn : Mn −→X n such that

1
n

log |Mn|6 R and P(dn(ψn(φn(Y n)),Y n)> D)6 δ .

For a pair (X ,Y ) of general sources, D(X ,Y ) is

D(X ,Y ) = inf{θ : lim
n→∞

P(dn(Xn,Y n)> θ) = 0}.

For general source Y , the rate distortion R(y) is obtained as [3]:

R(Y ) =
⋃
W

{
(R,D) :

I (X ;Y )6 R
D(X ,Y )6 D

}

Let us define CA(c) = {u : Au = c}. We continue according the definitions in [4]. Let A = {An}∞
n=1

be a sequence of sets, where A\ is a set of functions on U n. For a probabiliy PA,n on A\, the sequence
(A\,PA) ≡ {(A\,PA,n)}∞

n=1 is an ensemble. Hence, (A\,PA) has an (αA,βA)-hash property if there
are two sequence αA ≡ {αA(n)}∞

n=1 and βA ≡ {βA(n)}∞
n=1, depending on {PA,n}∞

n=1 such that:

lim
n→∞

αA(n) = 1 , lim
n→∞

βA(n) = 0

and
∑

u′∈U n\{u}:
PA,n({A:Au=Au′})> αA(n)

|ImAn |

PA,n({A : Au = Au′})6 βA(n)

for any n and u ∈U n.
For given r > 0 and R > 0, let (A ,PA) and (B,PB) be ensembles of functions on the same set

X n satisfying

r =
1
n

log |ImA | and R =
1
n

log |ImB|.
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Let X̃n = X̃n
AB(c,m) be a random variable corresponding to the distribution

vX̃n|Mn
(x|m)≡


µXn(x)

µXn(C AB(c,m))
x ∈ CAB(c,m)

0 x /∈ CAB(c,m).

The stochastic encoder φ : ImB −→X n is

φn(m) =

{
X̃n

AB(c,m) µXn(CAB(c,m))> 0
”error” µXn(CAB(c,m)) = 0

and also the decoder ψn : Y n −→ ImB is

ψn(y)≡ BxA(c|y),

where xA is defined by
xA(c|y)≡ arg max

x′∈CA(c)
µXn|Y n(x′|y).

The Error probability Error(A,B,C) is given by

Error(A,B,C) = ∑
m:

µXn (CAB(c,m)=0

1
|Mn|

+ ∑
m,n,y:

µXn (CAB(c,m)>0
x∈CAB(c,m)

ψn(y)6=m

µY n|Xn(y|x)µXn(x)
|Mn|µXn(CAB(c,m)).

For introducing a lossy source code, a constrained random-number generator is used for con-
structing an encoder. Let X̃n = X̃n

A(c|y) be a random variable corresponding to the distribution

vX̃n|Ỹ n(x|y) =


µXn|Y n(x,y)

µXn|Y n(CA(c)|y)
x ∈ CA(c)

0 x /∈ CA(c)

and define the stechastic encoder φ : Y n −→ ImB by

φn(y) =
{

BX̃n
A(c|y) µXn|Y n(CA(c)|y)> 0

”error” µXn|Y n(CA(c)|y) = 0

The decoder ψ : ImB −→X n is
ψn(m) = xAB(c,m),

where xAB is defined as
xAB(c,m) = argmax

x′
∈ CAB(c,m)µXn(x′).

The error probability Error(A,B,C,D) is given by

Error(A,B,C,D) = P(dn(ψn(φn(Y n)),Y n)> D),

where P(dn(ψn(φn(Y n)),Y n) = ∞ and µXn|Y n(CA(c)|y) = 0.
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2 The Recent Results
Lemma 1. [5] For a general channel W,

C(W ) = sup
X
[H(X)−H(X |Y )],

Where the supremum is taken over all general sources X.

Theorem 1. [1] Assume that r,R > 0 satisfy

r > H(X |Y ) , r+R < H(X). (2.1)

Let an ensemble (A ,PA) (resp. (B,PB)) has an (αA,βA)-hash (resp. (αB,βB)-hash) property. Then
for any δ > 0 and all sufficeintly large n there are functions A∈A and B∈B and a vector c∈ ImA
such that

Error(A,B,C)6 δ .

The channel capacity is achievable with the proposed code by letting X be a source that attains
the supremum on the right hand side of (1.1).

Theorem 2. [1] Assume that r,R > 0 satisfy

r < H(X |Y ) , r+R > H(X)

And an ensemble (A ,PA) (resp. (B,PB)) has an (αA,βA)-hash (resp. (αB,βB)-hash) property. Then
for any δ > 0 and all sufficeintly large n there are functions A∈A and B∈B and a vector c∈ ImA
such that

Error(A,B,C,D)6 P(dn(Xn,Y n)> D)+δ .

By assuming that {µXn|Y n}n=1∞ satisfies

D(X ,Y )< D,

we have the fact that lim
n→∞

P(dn(Xn,Y n) > D) = 0 from the definition of D(X ,Y ). If n→ ∞, δ → 0

and r→ H(X |Y ) then for any (R,D) close to the boundary of R(Y ), there is a sequence of proposed
codes such that

lim
n→∞

Error(A,B,C,D) = 0.
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چکیده
اعداد از L مفروض مجموعه ،برای L نوع از (G,χ) دقیق زوج�های تمام رده�بندی مسئله
L که حالتی در مسئله این گرفته�است. قرار مطالعه مورد بسیاری محققین توسط جبری، صحیح
گویاست، اعداد شامل تنها L که حالتی برای نتایج اما شده�است؛ حل است، غیرگویا عدد یک شامل
گویاست؛ عدد یک l آن در که ،L = {l} از: عبارت�اند حالت�ها این از برخی است. محدود بسیار
یا l = −١ آن در که ،L = {l, l + p} L؛ = {−٢,١} L؛ = {−١,٢} L؛ = {−١,١}

است. فرد و اول عددی p و l = ١− p
داده�ایم. قرار مطالعه مورد را L = {−٣,١} و L = {−١,٣} حالت�های مقاله این در

دقیق. زوج متناهی، گروه دقیق، سرشت کلیدی: های واژه

.٢٠C١۵ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
کنیم: می تعریف .G از باوفا سرشتی χ و است متناهی گروه یک G کنید فرض

L(χ) := {χ(g)|١ ̸= g ∈ G}

١



(یا (G,χ) زوج .[٢] می�شمارد را Sh(χ) ،|G| که شده�است ثابت .Sh(χ) = ∏
l∈L(χ)

(χ(١)− l) و

.Sh(χ) = |G| و L = L(χ) هرگاه می�شود، نامیده� L نوع از دقیق را ( χ سرشت اختصار به
مفروض مجموعه ازای به ،L نوع از (G,χ) دقیق زوج�های همه رده�بندی مسئله تعریف، این ارائه از پس

.[٢] شد مطرح جبری صحیح اعداد از L
و χ ′ = χ −m١G دهیم: قرار و باشد m تکرار درجه با χ اصلی جزء G از ١G اصلی سرشت اگر
از دقیق (G,χ ′) اگر تنها و اگر است L نوع از دقیق (G,χ) صورت، این در ،L′ = {l−m|l ∈ L}
فرض دقیق زوج�های مطالعه در .(χ,١G)G = ٠ هرگاه می�شود، نامیده� نرمال�شده (G,χ) باشد. L′ نوع

است. نرمال�شده (G,χ) می�کنیم

در غیرگویاست، عددی شامل L که حالتی در L نوع از (G,χ) دقیق زوج�های تمام رده�بندی مسئله
است: شده حل زیر قضیه

اختیار غیرگویا مقداری χ و است نرمال�شده و دقیق (G,χ) کنید فرض ( [١] در ١.٣ (قضیه .١.١ قضیه
داریم: صورت این در می�کند؛

سرشت دو مجموع χ و m≥ ۵ یا است، خطی χ و m≥ ٣ که است m مرتبه از دوری گروهی G .١
است؛ G از مختلط مزدوج خطی

٢؛ درجه از تحویل�ناپذیر سرشتی χ و است فرد m≥ ۵ که است ٢m مرتبه از وجهی دو گروهی G .٢

،χ = ψ +ε یا χ = ψ و است زوج m≥ ٨ که است ٢m مرتبه از یافته تعمیم چهارگانی گروه G .٣
m؛ مرتبه از دوری هسته با خطی سرشتی ε و ٢ درجه از تحویل�ناپذیر سرشتی ψ آن در که

٢؛ درجه از تحویل�ناپذیر سرشتی χ و است باینری وجهی هشت گروه با یکریخت گروهی G .۴

٢؛ درجه از تحویل�ناپذیر سرشتی χ و است SL(٢,۵) با یکریخت گروهی G .۵

.٣ درجه از تحویل�ناپذیر سرشتی χ و A۶ با یکریخت گروهی G .۶

،[٢] ک. ر. نمونه (برای اندک�اند گویاست، اعداد شامل تنها L که حالت�هایی برای نتایج طرفی از
.([۴] ،[٣]

نوع از دقیق (G,χ) اگر گویاست. عددی l آن در که است L = {l} حالت بین، این در حالت ساده�ترین
است. G منظم سرشت ρG آن در که ،χ = ρG−١G و l =−١ دید می�توان به�سادگی باشد، {l}

از هستند، متمایز گویای اعداد l٢ و l١ آن در که باشد، L = {l١, l٢} نوع از دقیق و نرمال�شده (G,χ) اگر
ایجاب این .l١ < ٠≤ l٢ و (χ ,χ)G = ١− l١l٢ که می�شود نتیجه ρG = (χ− l١١G)(χ− l٢١G)
و اگر (χ,χ)G = ٢ l؛ < ٠ که باشد، {l,٠} نوع از (G,χ) اگر تنها و اگر (χ ,χ)G = ١ که می�کند
یا {−١,٢} نوع از (G,χ) اگر تنها و اگر (χ ,χ)G = ٣ و باشد؛ {−١,١} نوع از (G,χ) اگر تنها

آمده�است: [۶] و [٢] در χ و G ویژگی�های از برخی اول، حالت برای باشد. {−٢,١}

٢



صورت، این در است. G متناهی گروه از باوفا سرشتی χ کنید فرض ( [٢] در ٢.٢ (قضیه .٢.١ قضیه
معادل�اند: زیر گزاره�های

است؛ {٠, l} نوع از دقیق ،(G,χ) .١

تنها تزویج کلاس یک N−{١} طوری�که به دارد، N مانند آبلی�مقدماتی و نرمال زیرگروهی G .٢
است؛ مزدوج gx با g ،x ∈ N هر و g ∈ G−N هر ازای به و است

می�شود. صفر یکی بجز تزویج کلاس�های همه روی و است تحویل�ناپذیر سرشتی χ .٣

در دارد. {٠, l} نوع از χ مانند دقیق و نرمال�شده سرشتی G کنید فرض ( [۶] در ٢ (قضیه .٣.١ قضیه
برقرارند: زیر گزاره�های صورت، این

آن در که L(τ) = {m,m− l} آنگاه باشد، G از نرمال�شده و نابدیهی دقیق سرشت یک τ اگر .١
می�کند. عاد را l ،m و m < ٠

زیرگروه�های تعداد با است برابر G از {m,m− l} نوع از نرمال�شده و دقیق سرشت�های تعداد .٢
.G در l/m اندیس با نرمال

شده�اند: داده [٣] در نیز {−١,١} نوع از دقیق زوج�های

(G,χ) کنید فرض همچنین است. n درجه با G از سرشتی χ و متناهی گروهی G کنید فرض .۴.١ قضیه
است: یکریخت زیر گروه ١٢ از یکی با G صورت، این در است. {−١,١} نوع از دقیق و نرمال�شده

n)؛ = ۵) SL(٢,٣) و S۴ n)؛ = ٣) Q٨ و D٨
n)؛ = ٧) باینری وجهی هشت گروه و GL(٢,٣)

n)؛ = ١٩) A۶ n)؛ = ١٣) PSL(٢,٧) n)؛ = ١١) SL(٢,۵) و S۵
.(n = ٨٩) M١١ n)؛ = ٧١) A٧ از Â٧ دوم پوشش

حالت به و شد اصلاح [۵] در که آمده�است [۴] در نابدیهی مرکز دارای گروه�های برای هم آخر حالت
شد: داده تعمیم زیر صورت به ،p فرد اول عدد و l = ١− p یا l =−١ ازای به ،L(χ) = {l, l + p}

p آن در که باشد، {−١, p− ١} نوع از دقیق و نرمال�شده زوج یک (G,χ) کنید فرض .۵.١ قضیه
دوری گروهی Z آنگاه باشد، نابدیهی Z = Z(G) یعنی، G �� گروه مرکز اگر به�علاوه، است. فرد و اول عددی

است: برقرار زیر موارد از یکی و است p مرتبه از
q؛ = ٢p+١ یا q = p+١ با G = Z×PSL(٢,q) G؛ = Z×D(٢p)

است. ES(p٣, p٢) خودریختی گروه G و |G|= p٣(p−١) q؛ = p+١ با G = Z×Sz(q)

عددی p آن در که باشد، {١p,١} نوع از دقیق و نرمال�شده زوج یک (G,χ) کنید فرض .۶.١ قضیه
از دوری گروهی Z آنگاه باشد، نابدیهی Z = Z(G) یعنی، G �� گروه مرکز اگر به�علاوه، است. فرد و اول

است: برقرار زیر موارد از یکی و است p مرتبه
q؛ = ٢p−١ یا q = p−١ با G = Z×PSL(٢,q)

٣



G؛ = Z×PSL(٣,۴) و p = ۵ G؛ = Z×D(۶) و p = ٣
گروه یک G/Z و |G| = ١٠٨ ،p = ٣ است؛ ES(٢٧,٩) خودریختی گروه G و |G| = ۵۴ ،p = ٣

است؛ فروبینیوس
است. M٢٢ یا M١٠ سوم پوشش G و p = ٣

مرکز که فرض این با میگیریم، درنظر را L(χ) = {−٣,١} و L(χ) = {−١,٣} حالتهای ادامه در
هستند. نابدیهی نظر مورد گروه�های

اصلی نتایج ٢

و نرمال�شده زوجی (G,χ) که به�طوری است، G از باوفا سرشتی χ و متناهی گروهی G کنید فرض
که است این بر فرض و است G مرکز نماد Z(G) .ε = ±١ آن در که باشد {ε,−٣ε} نوع از دقیق
.|G|= (n−ε)(n+٣ε) داریم دقیق زوج�های تعریف بنابر و n؛ := χ(١) می�دهیم قرار .Z(G) ̸= ١

می�کنیم: تعریف همچنین
و aε := |Aε | می�دهیم قرار و A(−٣ε) := {g ∈ G|χ(g) =−٣ε} و Aε := {g ∈ G|χ(g) = ε}

.a(−٣ε) := |A(−٣ε)|
آورده�ایم: به�دست نظر مورد زوج�های برای را زیر ویژگی�های

،q و می�کند عاد را n− ε ،p که به�گونه�ای باشند، فرد و اول اعدادی q و p کنید فرض .١.٢ گزاره
داریم: صورت این در را. n+٣ε

χ(g)؛ = ε ،p مرتبه از G در g عنصر هر به�ازای .١

χ(h)؛ =−٣ε ،q مرتبه از G در g عنصر هر به�ازای .٢

ندارد. وجود G در pq مرتبه از عضوی هیچ .٣

.g.c.d(n− ε,n+٣ε) ̸= ١ .٢.٢ گزاره

.a(−٣ε) =
١
۴n٢+ ٣ε

۴ n−١ و aε =
٣
۴n٢+ ۵ε

۴ n−٣ .٣.٢ لم

.n = ۴k+٣ آن�گاه ε =−١ اگر و n؛ = ۴k+١ آن�گاه ε = ١ اگر .۴.٢ نتیجه

.|G|= ١۶k(k+١) که به�طوری است موجود k مانند طبیعی عددی .۵.٢ قضیه
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چکیده

مجاورند h و g رأس دو آن در که G رئوس مجموعه با است گرافی ،P (G) ،G متناهی گروه توان گراف
توان گراف ٢-همبندی مطالعه� به مقاله این باشد. دیگری از توانی با برابر آن�ها از یکی اگر تنها و اگر
،B٢(q) ،A١(q) نوع شواله گروه�های ،٢G٢(q) و ٢F۴(q) نوع ری ساده گروه�های پراکنده، ساده گروه�های
U٣(q) تصویری خاص یکانی گروه�های S۴(q) تصویری خاص سیمپلکتیک گروه�های ،F۴(q) و C٢(q)

می�پردازد. PSL(٣, q) تصویری خاص خطی گروه�های و

٢-همبندی. توان، گراف ساده، گروه کلیدی: های واژه

.٢٠D٠۶ ،٢٠D٠٨ ،٠۵C٧۵ ،٠۵E١۵ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه
دو آن در که G رئوس مجموعه با است گرافی P (G) توان گراف است. متناهی گروه یک G کنید فرض

باشد. دیگری از توانی آن�ها از یکی اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز عنصر

٧



در می�شود. داده نشان P ∗(G) با می�آید به�دست P (G) از همانی رأس حذف با که سره توان گراف
G عناصر مرتبه�های مجموعه و deg(x) با را توان گراف در x درجه .P ∗(G) = P (G) − {e} واقع
تعداد افزایش موجب آن حذف که است رأسی گراف، یک در برشی رأس می�دهند. نشان πe(G) با را
بنابر باشد. نداشته برشی رأس هرگاه می�شود گفته ٢-همبند ،Γ گراف می�گردد. گراف همبندی مؤلفه�های
صورت به یکی که دارد وجود یال رأس دو میان گروه، یک توان گراف در صورتی در توان، گراف تعریف
رأس، دو مرتبه بودن متباین صورت در گرفت نتیجه می�توان بنابراین باشد. نوشتن قابل دیگری از توانی
مرتبه�های مجموعه برای افرازهایی گرافتن نظر در با مقاله این در ما ندارد. وجود رأس دو آن میان یالی

نیستند. ٢-همبند فوق گروه�های توان گراف می�کنیم ثابت فوق ساده گروه�های از یک هر عناصر

اصلی نتایج

،٢G٢(q) و ٢F۴(q) نوع ری ساده گروه�های پراکنده، ساده گروه�های توان گراف می�شود ثابت بخش این در
گروه�های و S۴(q) تصویری خاص سیمپلکتیک گروه�های ،C٢(q) و B٢(q) ،A١(q) نوع شواله گروه�های

نیستند. ٢-همبند PSL(٣, q) تصویری خاص خطی

پراکنده گروه�های توان گراف ٢-همبندی بررسی
قرار ساده گروه�های از نامتناهی دسته هیچ در که دارند وجود گروه ٢۶ ساده، گروه�های بندی رده بنابر

از: عبارتند پراکنده ساده گروه�های می�نامند. پراکنده ساده گروه�های را گروه�ها این نمی�گیرند.

{
M١١,M١٢,M٢٢,M٢٣,M٢۴, J١, J٢, J٣, J۴, Co١, Co٢, Co٣, F i٢٢, F i٢٣,

F i٢۴, HS,Msl,He,Ru, SUZ,O′N,HN,Ly, Th,B,M

}
دیگری از توانی صورت به یکی که دارد وجود یال رأس دو میان صورتی در گروه یک توان گراف در می�دانیم
رأس دو آن میان یالی رأس دو مرتبه بودن متباین صورت در این�که به توجه با حال باشد. نوشتن قابل
یک هر عناصر مرتبه روی ساده بررسی یک با می�گیریم. نظر در را پراکنده گروه�های توان گراف ندارد، وجود
است. متباین گروه عناصر مرتبه سایر به نسبت که دارد وجود عدد یک حداقل فوق، پراکنده گروه�های از

داریم: را زیر قضیه بنابراین

نیستند. ٢-همبند پراکنده، گروه�های توان گراف .١ قضیه

٢G٢(q) و ٢F۴(q) نوع ری گروه�های توان گراف ٢-همبندی بررسی

می�رسد. اثبات به زیر قضیه [١] نتایج از استفاده و کننده خسته محاسباتی با

٢-همبند می�باشد، ،m > ١ ،q = ٢٢m+١ آن در که ٢F۴(q) نوع ری گروه�های توان گراف .٢ قضیه
نیستند.

٨



فرد اول عدد یک از توانی q آن در که ٢G٢(q) چون کننده خسته محاسباتی و [۴] نتایج از استفاده با
داریم: را زیر قضیه ندارند، مشترکی عامل هیچ آن فرازهای که ویژگی این با است افرازی دارای است،

٢-همبند است، فرد اول عدد یک از توانی q آن در که ٢G٢(q) نوع ری گروه�های توان گراف .٣ قضیه
نیستند.

B٢(q) و C٢(q) ،A١(q) نوع شواله گروه�های توان گراف ٢-همبندی بررسی

یک از توانی q آن در که πe(C٢(q)) و πe(A١(q)) چون کننده خسته محاسباتی و [۴] نتایج از استفاده با
ندارند، مشترکی عامل هیچ آن فرازهای که ویژگی این با است افرازی دارای یک هر است، فرد اول عدد

داریم: را زیر قضایای

٢-همبند است، فرد اول عدد یک از توانی q آن در که A١(q) نوع شواله گروه�های توان گراف .۴ قضیه
نیستند.

٢-همبند است، فرد اول عدد یک از توانی q آن در که C٢(q) نوع شواله گروه�های توان گراف .۵ قضیه
نیستند.

اول عدد یک از توانی q آن در که πe(B٢(q)) چون کننده خسته محاسباتی و [٣] نتایج از استفاده با
داریم: را زیر قضیه ندارند، مشترکی عامل هیچ آن فرازهای که ویژگی این با است افرازی دارای است،

٢-همبند است، اول عدد یک از توانی q آن در که B٢(q) نوع شواله گروه�های توان گراف .۶ قضیه
نیستند.

تصویری خاص سیمپلکتیک گروه�های توان گراف ٢-همبندی بررسی

است افرازی دارای است فرد اول عدد یک از توانی q آن در πe(S۴(q))که چون ،[٣] نتایج از استفاده با
داریم: را زیر قضیه ندارند، مشترکی عامل هیچ آن فرازهای که ویژگی این با

است، فرد عدد یک از توانی q آن در که S۴(q) تصویری خاص سیمپلکتیک گروه�های توان گراف .٧ قضیه
نیستند. ٢-همبند

تصویری خاص خطی گروه�های توان گراف ٢-همبندی بررسی
دقیق: طور به نمود. بررسی نیز را PSL(٣, q) گروه�های ٢-همبندی می�توان ،[٢] نتایج از استفاده با

نیستند. ٢-همبند ،PSL(٣, q) گروه�های توان گراف .٨ قضیه

٩
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چکیده

جمع حاصل با برابر است مولکولی ساختار توصیفگر شده اصلاح سگد شاخص

[nu(e)+
n٠(e)
٢

][nv(e)+
n٠(e)
٢

]

که است رأس�هایی تعداد n٠(e) آن در که است، G مولکولی گراف e = uv یال�های تمام روی
nv(e) و v به تا نزدیکترند u به که رأس�هایی تعداد nu(e) و می�باشد یکسان v و u از آن�ها فاصله�ی
شده اصلاح سگد شاخص بین تفاضل برای کران�هایی نوشته این در می�شود. تعریف مشابه بطور نیز

می�آید. به�دست G گراف یک Sz سگد شاخص و Sz∗

پادماکار-ایوان. شاخص شده، اصلاح سگد شاخص سگد، شاخص کلیدی: های واژه

.٠۵C١٢ ،٠۵C٣۵ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده
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مقدمه ١
وینر شاخص توپولوژی شاخص نخستین دارد. کابرد شیمی در که است گرافی ناوردای توپولوژی شاخص
شده اصلاح سگد شاخص ،Sz(G) = ∑e=uv∈E(G) nu(e)nv(e) صورت به سگد[١] شاخص است.
تمام روی [nu(e)+

n٠(e)
٢ ][nv(e)+

n٠(e)
٢ ] جمع حاصل با برابر است مولکولی ساختار توصیفگر [۴]

و u از آن�ها فاصله�ی که است رأس�هایی تعداد n٠(e) آن در که است، G مولکولی گراف e = uv یال
تعریف مشابه بطور نیز nv(e) و v به تا نزدیکترند u به که رأس�هایی تعداد nu(e) و می�باشد یکسان v
Sz سگد شاخص و Sz∗ شده اصلاح سگد شاخص بین تفاضل برای کران�هایی نوشته این در می�شود.
با است برابر تعریف بر بنا ،G گراف [٢] رأسی ایوان پادماکار شاخص می�آید. به�دست G گراف یک

.PIv(G) = ∑e=uv∈E(G)[nu(e)+nv(e)]

اگرو است برقرار تساوی .Sz(G)≤ Sz∗(G) آن�گاه باشد. گراف یک G کنید فرض [١ قضیه ،٣] .١ لم
باشد. دوبخشی G اگر تنها

کنیم می تعریف جدید شاخص یک ،Sz∗(G)−Sz(G)≥ ٠ که قبل لم به باتوجه

β (G) = Sz∗(G)−Sz(G).

اصلی نتایج ٢

می�شود. ارائه شده معرفی جدید شاخص برای کران�هایی بخش این در

این�صورت، در باشد. رأسی n دوبخشی غیر و همبند گراف یک G کنید فرض .٢ لم

∑
e∈E(G)

n٢
٠(e)≥ n.

داریم: G همبند دوبخشی غیر رأسی n≥ ٣ گراف یک برای .٣ قضیه

n≤ ∑
e∈E(G)

n٢
٠(e)≤

(
n
٢

)
(n−٢)٢

اتفاق Kn کامل گراف در راست تساوی و G ∼= Cn که وقتی اگر تنها و اگر است برقرار چپ تساوی
می�افتد.

این�صورت در باشد. رأسی n بخشی دو غیر و همبند گراف یک G کنید فرض .۴ قضیه

١
٢

PIv(G)+
n
۴
≤ β (G)≤ n−٢

٢
PIv(G)+

(n−٢)٢

۴

(
n
٢

)
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مقدمه
نشان deg(v) با را v ∈ V (G) رأس هر درجه بگیرید. نظر در رأس n با ساده را G = (v, e) گراف
قطری ماتریس D می�نامیم. r-منظم را گراف آن�گاه� باشد، r برابر گراف رئوس تمام درجه اگر می�دهیم.
ویژه�ی مقادیر هستند. صفر درایه�ها بقیه گرافGو رئوس درجه آن اصلی قطر روی درایه�های که است n×n
λ١ ≤ λ٢ ≤ · · · ≤ λn به�صورت را آن�ها و Gنامیده ویژه مقادیر گرافGرا ماتریسمجاورتA(G)از
ماتریس با n مرتبه از G گراف متمایز ویژه مقادیر λ١ ≤ λ٢ ≤ · · · ≤ λs کنید فرض می�کنیم. مرتب

١۵



است، λi ویژه مقدار تکرار مرتبه m(λi) آن در که را G گراف طیف �صورت این در هستند. A مجاورت
می�کنیم: تعریف زیر )به�شکل

λ١ λ٢ . . . λs

m(λ١) m(λ٢) . . . m(λs)

)
.

می�دهیم[۵]. E(G)نشان با و گوییم گراف انرژی ماتریسمجاورتGرا ویژه مقادیر تمام قدرمطلق مجموع
را L(G) لاپلاسی نرمال�ساز ماتریس �صورت این در است. تنها رأس بدون ،G گراف کنید فرض
هرگاه است ١ با برابر آن ,i)-ام j) درایه که می�کنیم تعریف L(G) = D− ١

٢ (D-A)D− ١
٢ به�صورت

آن در که باشند مجاور هم با vj و vi رأس�های هرگاه است −١/
√

deg(vi)deg(vj) با برابر و i = j

و نامیده G لاپلاسی نرمال�ساز طیف را L(G) ویژه�ی مقادیر است. صفر برابر �صورت این غیر در و i ̸= j

ادامه، در .[۴] می�کنیم مرتب δ١ ≤ δ٢ ≤ · · · ≤ δn به�صورت را آن�ها و می�دهیم نشان Lspec(G) با
G٢ و G١ گراف دو لاپلاسی نرمال�ساز طيف فاصله را Lσ(G١, G٢) =

∑n
i=١ |δi(G١) − δi(G٢)|
.[۶] می�نامیم رأس n روی

کنار از که است گرافی ،G١ + G٢ اتصال می�پردازیم. نیاز مورد گراف�های از برخی معرفی به اینک
می�شود. حاصل G٢ گراف رأس هر به G١ گراف رأس هر کردن متصل و G٢ و G١ گراف دو دادن قرار هم
Kn با به�ترتیب را کامل دوبخشی گراف و n مرتبه از کامل گراف می�نامیم. G گراف مکمل را G گراف
٢n کامل گراف از کامل جورسازی یک حذف از که است گرافی ،CPn گراف می�دهیم. نشان Kn١,n٢

می�آید. به�دست رأسی

اصلی نتایج

بیان را دلخواه گراف دو میان لاپلاسی نرمال�ساز طيف فاصله روی اصلی نتایج از برخی بخش، این در
می�کنیم.

اگر �صورت این در هستند. -منظم r٢ و r١ به�ترتیب رأسی n گراف�های G٢ و G١ کنید فرض .١ قضیه
.Lσ(G١, G٢) ≤ ١

r٢
E(G٢) +

١
r١
E(G١) آن�گاه باشد، r١ ≤ r٢

.Lσ(G١, G٢) =
١
r
σ(G١, G٢) آن�گاه باشند، r-منظم رأسی n گراف�های G٢ و G١ اگر .٢ نتیجه

مکمل درجه از بزرگ�تر آن درجه که به�طوری است رأس n روی r-منظم گرافی G کنید فرض .٣ قضیه
.Lσ(G, Ḡ) ≤ n−١

r(n−r−١)E(G) + r+١
(n−r−١) �صورت این در نباشد. G گراف

که G ویژه مقادیر معرف n∗(G) اگر بگیرید. نظر در رأس n ≥ ٢ با دلخواه را G همبند گراف .۴ قضیه

.Lσ(Kn, G) = n+ (n− ٢n∗ − ١) n
n−١ − ٢

n−n∗∑
i=٢

δi(G) آن�گاه باشد، n
n−١ مساوی یا بزرگ�تر

١۶



کاربردها
ارائه با سپس و کرده مطرح را گراف�ها لاپلاسی نرمال�ساز هم�طیفی اندازه مفهوم داریم قصد قسمت، این در
را بیشتری نتایج و دهیم نشان گراف�ها لاپلاسی نرمال�ساز طیف نظریه مورد در را آن�ها اهمیت مثال یک

کنیم. مطرح خاص گراف�های جفت از برخی لاپلاسی نرمال�ساز طیف فاصله درباره�ی
هم�طیفی حالت �صورت این در است. رأسی n گراف�های مجموعه از دلخواه مجموعه Xزیر کنید فرض
می�کنیم: تعریف زیر به��صورت به�ترتیب ،G ∈ X از لاپلاسی نرمال�ساز هم�طیفی اندازه و لاپلاسی نرمال�ساز

LCSX(G) = min{Lσ(G,H) : H ∈ X,H ̸= G},
LCS(X) = max{LCSX(G) : G ∈ X},

طیف فاصله از را X در گراف یک لاپلاسی نرمال�ساز طیف فاصله�ی دوری میزان می�توان آن کمک به که
مفاهیم با بیشتر آشنایی جهت گرفت. اندازه مجموعه، همان به متعلق دیگر گراف هر لاپلاسی نرمال�ساز

ببینید. را زیر مثال فوق،

یال i کردن اضافه از Gi و G٠ = CPn که بسازید طوری را X = {G٠, . . . , Gn} مجموعه .۵ مثال
در که می�باشد K٢i +CPn−i با برابر Gi گراف حقیقت، در .Gn = K٢n این�رو از آید. به�دست G٠ به
لاپلاسی نرمال�ساز طیف به نظر، مورد توابع از یک هر مقادیر آوردن به�دست برای حال .١ ≤ i ≤ n آن

با: است برابر گراف این اتصال لاپلاسی نرمال�ساز طیف داریم. نیاز X مجموعه به متعلق )گراف��های
٠
١

١
n− i

٢n
٢n−١
٢i− ١

٢n(n−١)+i
(٢n−١)(n−١)

١

n
n−١

n− i− ١

)
.

نرمال�ساز طیف فاصله می�شود. حاصل ،٠ < i < n ،Gi نرمال�ساز ویژه مقادیر تمام فوق طیف از لذا
است: زیر به��صورت ،٠ ≤ i < j ≤ n آن در که Gi و Gj رأسی ٢n گراف دو میان لاپلاسی

Lσ(Gj, Gi) = (j − i)
( ٢n
٢n− ١

− ١
)
+
( ٢n(n− ١) + i

(٢n− ١)(n− ١)
− ٢n

٢n− ١

)
+ (j − i− ١)

( n

n− ١
− ٢n

٢n− ١
)

+
( n

n− ١
− ٢n(n− ١) + j

(٢n− ١)(n− ١)

)
.

،١ ≤ i ≤ n هر برای پس .Lσ(K٢n, Gi) =
٢(n−i)
٢n−١ داریم، ۴ قضیه از استفاده با آن�گاه ،j = n اگر

.LCS(X) = ٢
٢n−١ بنابراین .LCSX(Gi) =

٢
٢n−١

.Lcs(Kn) = ٢
√
n− ١+ n ،n ≥ ٢ برای .۶ قضیه

.Lcs(Kn) = ١)٢− ١
n−١) ،n ≥ ٢ برای .٧ قضیه

آن در که G = Ki,n−i اگر تنها و اگر Lσ(Kn, G) = Lcs(Kn) ،G همبند گراف برای هم�چنین،
.١ ≤ i ≤ [n٢ ]
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چکیده

دکارتی، حاصلضرب مانند گرافی مهم عملگرهای از برخی شاخصراندمان بررسی به مقاله این در
می�پردازیم. ها گراف پیوند و ترکیب

مولکولی. گراف گرافی، عملگرهای راندمان، شاخص کلیدی: های واژه
.٠۵C٧۵ ،٠۵C٣۵ ،٠۵C١٢ ،٠۵A٢٠ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
دو u,v اگر باشد. E(G) یال�های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با ساده گراف یک G که کنید فرض
طول از است عبارت دهند، می نمایش d(u,v) نماد با که را رأس دو این فاصله باشند، گراف این از رأس
از است عبارت ،u رأس درجه همچنین می�کنند. متصل یکدیگر به را رأس دو این که مسیری کوتاهترین
نشان ∆(G) نماد ،G گراف در می�دهند. نشان d(u) نماد با را آن و گرفته�اند قرار u روی که یال�هایی تعداد
خوانندگان به مقاله، این در نیاز مورد اولیه تعاریف و مفاهیم برای است. G رئوس درجه بزرگترین دهنده

کنیم. می توصیه را [٣ ،٢ ،١] منابع

عبارت به دهیم، می نشان wG
v یا wv نماد با را u از G رئوس فاصله مجموع باشد، G از رأس یک u اگر

.w(G) = min{wv : v ∈ V (G)} کنیم می تعریف همچنین .wv = ∑u∈V (G) dG(v,u) داریم دیگر
شاخص این که کرد اشاره وینر شاخص به توان می توپولوژیک های شاخص ترین قدیمی و مهمترین از
بصورت گراف در رئوس فاصله اساس بر شاخص این شد. معرفی وینر هارولد نوسط ١٩۴٧ سال در
مورد ریاضی و فیزیکی شیمیایی، خواص از بسیاری تاکنون و شد تعریف W (G) = ١

٢ ∑u∈V (G)wu
رئوس پراکندگی میزان دهنده نشان که را [٢] گراف یک راندمان شاخص اکنون است. گرفته قرار بررسی

بگیرید: نظر در زیر بصورت را است فواصل کمترین براساس

ρ(G) = ٢W (G)/nw(G),

است. G گراف رئوس تعداد دهنده نشان n بالا در که

از را ،G+H پیوند صورت این در باشند. مجزا رئوس مجموعه با گراف�هایی H و G کنید فرض
می�کنیم: تعریف چنین ،H و G گراف دو روي

V (G+H) = V (G)∪V (H),

E(G+H) = E(G)∪E(H)∪{xy : x ∈V (G),y ∈V (H)}.

مجاورند هم با (u٢,v٢) و (u١,v١) رأس دو که طوری به ،V (G)×V (H) رئوس مجموعه� با گراف
حاصل�ضرب یا ترکیب را باشد، مجاور v٢ با vو١ u١ = u٢ یا باشد، مجاور u٢ و u١ اگر تنها و اگر
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،V (G)×V (H)رئوس مجموعه� با گراف چنین هم می�دهیم. نشان G[H] با و گوییم H و G لغت�نامه�ای
باشد، مجاور u٢ و u١ v١و = vاگر٢ تنها و اگر مجاورند هم با (u٢,v٢) و (u١,v١) رأس دو که طوری به
می�دهیم. نشان G×H با و گوییم H و G دکارتی حاصل�ضرب را باشد، مجاور v٢ با vو١ u١ = u٢ یا

شاخص راستا، همین در پردازیم. می ها گراف اعمال از برخی راندمان شاخص محاسبه به مقاله این در
کنیم. می بررسی را ها گراف پیوند و ترکیب دکارتی، حاصلضرب راندمان

اصلی نتایج ٢

این در است. کوچکتر گراف دو بین عملگر یک از استفاده بزرگ، گراف یک ساختن های روش از یکی
محاسبه به آن از استفاده با تا پردازیم می ها گراف بین اعمال از برخی راندمان شاخص محاسبه به ما قسمت
در بپردازیم. کوچکتر های گراف راندمان شاخص محاسبه حسب بر بزرگ های گراف برای شاخص این

پردازیم. می نتایج این از برخی بیان به ادامه

داریم: آنگاه باشند. مجزا رئوس مجموعه با گراف�هایی H و G کنید فرض .١ قضیه

w(G2H) = |V (H)|w(G)+ |V (G)|w(H).

است. شده محاسبه گراف دو ترکیب راندمان شاخص بعد، قضیه در

داریم: اینصورت در باشند. مجزا گراف دو H و G کنید فرض .٢ قضیه

w(G[H]) = |V (H)|w(G)+٢(|V (H)|−١)−∆(H).

ایم. آورده بدست را گراف دو پیوند راندمان شاخص زیر، قضیه در

داریم: رأس m با H و رأس n با G مجزای گراف دو برای .٣ قضیه

w(G+H) =
٣(n+m)− (∆(G)+∆(H)+۴)−|n+∆(H)− (m+∆(G))|

٢
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چکیده

حسب بر گراف یک راندمان شاخص برای پایین و بالا کران تعدادی یافتن به ما مقاله این در
متقارن تفاضل و اتصال راندمان شاخص همچنین پردازیم. می توپولوژیک های شاخص از تعدادی

کنیم. می محاسبه را گراف دو
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ها. گراف حاصلضرب گراف، شعاع گراف، قطر راندمان، شاخص کلیدی: های واژه
.٠۵C٧۵ ،٠۵C٣۵ ،٠۵C١٢ ،٠۵A٢٠ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
مقاله این در رفته کار به نمادهای تمامی میگیریم. نظر در همبند و ساده را ها گراف تمامی ما مقاله این در
نشان V (G) که کنید فرض G گراف در باشد. می [۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١] مانند معتبر منابع و کتابها از برگرفته
،u رأس درجه باشد. m اندازه با یال�ها مجموعه دهنده نشان E(G) و n اندازه با رئوس مجموعه دهنده
،G گراف در می�دهند. نشان d(u) نماد با را آن و گرفته�اند قرار u روی که یال�هایی تعداد از است عبارت
u,v اگر است. G رئوس درجه بزرگترین دهنده نشان ∆(G) و رئوس درجه کمترین دهنده نشان δ (G) نماد
است عبارت که دهند می نمایش d(u,v) نماد با که را رأس دو این فاصله باشند، گراف این از رأس دو
d(G) نماد با را گراف این قطر می�کنند. متصل یکدیگر به را رأس دو این که مسیری کوتاهترین طول از
با که را گراف این شعاع همچنین گراف. این رئوس بین فاصله بزرگترین با است برابر و دهیم می نشان
r(G) = min{max{d(u,v) : v ∈V (G)} : u ∈V (G)} از است عبارت دهیم می نشان r(G) نماد
عبارت به دهیم، می نشان wG

v یا wv نماد با را u از G رئوس فاصله مجموع باشد، G از رأس یک u اگر .
.w(G) = min{wv : v ∈ V (G)} کنیم می تعریف همچنین .wv = ∑u∈V (G) dG(v,u) داریم دیگر
شاخص این که کرد اشاره وینر شاخص به توان می توپولوژیک های شاخص ترین قدیمی و مهمترین از
بصورت گراف در رئوس فاصله اساس بر شاخص این شد. معرفی وینر هارولد نوسط ١٩۴٧ سال در
مورد ریاضی و فیزیکی شیمیایی، خواص از بسیاری تاکنون و شد تعریف W (G) = ١

٢ ∑u∈V (G)wu
پراکندگی میزان دهنده نشان که را [۵ ،٢] گراف یک راندمان شاخص اکنون است. گرفته قرار بررسی
n آن در که بگیرید نظر ρ(G) = ٢W (G)/nw(G) بصورت را است فواصل کمترین براساس رئوس

است. G گراف رئوس تعداد دهنده نشان

از را ،G∨H اتصال صورت این در باشند. مجزا رئوس مجموعه با گراف�هایی H و G کنید فرض
رأس دو و است V (G)×V (H) آن رئوس مجموعه� که می�کنیم تعریف چنین ،H و G گراف دو روي
باشد. مجاور v٢ با v١ یا باشد، مجاور u٢ و u١ اگر تنها و اگر مجاورند هم با (u٢,v٢) و (u١,v١)

رأس دو که طوری به است، V (G)×V (H) رئوس مجموعه� با G⊕H متقارن تفاضل گراف چنین هم
هر نه اما باشد مجاور v٢ با v١ یا باشد، مجاور u٢ و اگر تنها و اگر مجاورند هم با (u٢,v٢) و (u١,v١)

دهد. رخ هم با دو
پارامترهای برخی حسب بر ها گراف راندمان شاخص برای ها کران برخی محاسبه به مقاله این در

کنیم. می محاسبه را ها گراف متقارن تفاضل و اتصال راندمان شاخص همچنین پردازیم. می گرافی
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اصلی نتایج ٢

پردازیم. می گراف یک راندمان شاخص برای ها کران از برخی بیان به ابتدا بخش این در

داریم: آنگاه باشد. گراف یک G کنید فرض .١ قضیه
باشد. کامل گراف یک G اگر تنها و اگر دهد می رخ تساوی و ρ(G)≤ ٢W (G)

nδ (G) (١)

.ρ(G)≥ ۴W (G)
n((n−١)(n+٢)−٢m) (٢)

. ٢W (G)
n(n−١)d(G) ≤ ρ(G)≤ ۴W (G)

nr(G)(r(G)+١) (٣)

که کنید فرض کنیم. می محاسبه را گراف دو متقارن تفاضل و اتصال راندمان شاخص بعد، قضیه در
یال تعداد همچنین دهیم. می نشان n٢ و n١ با ترتیب به را H و G رئوس تعداد باشند. گراف دو H و G

دهیم. می نشان m٢ و m١ با ترتیب به را گراف دو این های

داریم: آنگاه باشند. مجزا رئوس مجموعه با گراف�هایی H و G کنید فرض .٢ قضیه

.ρ(G∨H) =
٢n٢١m٢+٢n٢٢m١−۴m١m٢+۴(n١m̄٢+n٢m̄٢+١m̄١m̄٢)

n١n٢(٢(n١n١−٢)−n٢∆(G)−n١∆(H)+∆(G)∆(H)) (١)

.ρ(G⊕H) =
٢n٢١m٢+٢n٢٢m١+۴(n١m̄٢+n٢m̄٢+١m̄١m̄٢)

n١n٢(٢(n١n١−٢)−n٢∆(G)−n١∆(H)+٢∆(G)∆(H)) (٢)
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چکیده
روی از که است مربعی ماتریسی G نمره��ی جدول این�صورت در است. متناهی گروهی G کنید فرض
و کرده توصیف را G زیرگروه�های مشبکه�ی جدول این شود. می حاصل G زیرگروه�های تزویج کلاس�های
این در اخیر نتایج بر مروری مقاله این هدف کرد. محاسبه را G برنساید حلقه��ی می�توان آن از استفاده با

گروه�هاست. محاسباتی نظریه از بخش

زیرگروه. تزویج، کلاس برنساید، حلقه�ی نمره�، جدول کلیدی: های واژه

.١٩A٢٢ ،٢٠D٣٠ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه
برنساید ویلیام کتاب ویرایش دومین که [١] مرجع در بار اولین برای G متناهی گروه نمره��ی جدول مفهوم
با به�علاوه دهد. می به�دست را هم�ارزی حد در G جایگشتی نمایش�های جدول این شد. مطرح است،
G زیرگروه�های تزویج کلاس�های جزئی مرتب مجموعه از ارزشی با اطلاعات می�توان جدول این از استفاده
گروه نمره�ی� جدول مفهوم شود. منجر G گروه�های زیر مشبکه�ی محاسبه�ی به می�تواند این که آورد به�دست
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جدول می�توان محاسبات این از بعد شد. شروع G زیرگروه�های مشبکه�ی ساختن با بار اولین برای G
اولین برای روش این آورد. به�دست G زیرگروه�های تزویج کلاس�های بین شمول روابط شمارش با را نمره
در که می�هد به�دست نمره� جدول محاسبه�ی برای الگوریتمی الذکر فوق روش شد. تشریح [٢] مرجع در بار
مرجع در فایفر می�باشد. استفاده مورد است آمده فراهم گروه�ها با کار برای که کامپیوتری سیستم�های بیشتر
مشبکه�ی از دانشی به نیاز بدون را گروه یک نمره��ی جدول می�توان آن از استفاده با که نمود ارائه روشی [٢]
مورد دارند بزرگی نسبتا مرتبه�ی که گروه�هایی برای می�تواند روش این آورد. به�دست G زیرگروه�های کامل
به آن القای با و کرده استخراج را G زیرگروه�های نمره��ی جدول ابتدا که این�صورت به� بگیرد. قرار استفاده
جدول درایه�های بین موجود روابط از استفاده با سپس می�شود. حاصل G نمره�ی جدول از بخش�هایی G
جدول محاسبه�ی جهت زیرگروه�ها نمره��ی جدول از استفاده برای می�شود. محاسبه گروه نمره��ی جدول نمره،
به خودش به G زیرگروه�های تزویج کلاس�های مجموعه از (fusion) پیونددهی نگاشت باید گروه نمره�ی

شود. تعیین کامل طور

برنساید حلقه�ی� و گروه یک نمره���ی جدول
محاسبه�ی نحوه�ی با رابطه در قضیه و لم چند سپس کرده معرفی را گروه نمره�ی جدول ابتدا بخش این در

می�کنیم. معرفی را برنساید حلقه�ی ادامه در می�دهیم. ارائه جدول این درایه�های

U کنید فرض نیز کند. عمل X متناهی مجموعه روی و بوده متناهی گروهی G کنید فرض .١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت βX(U) این�صورت در باشد. G زیرگروه یک

βX(U) = |FixX(U)|

،u ∈ U هر برای به�طوری�که

FixX(U) = {x ∈ X : x.u = x}.

گویند. G نمره�ی یک را βX(U)

،g ∈ G هر برای این�صورت در کند. عمل X مجموعه� روی G و باشد G زیرگروه U کنید فرض .٢ لم

βX(U) = βX(U
g).

زیرگروه�های تمام تزویج کلاس�های Hrنماینده�های ،... ،H١ و متناهی گروه یک G کنید فرض .٣ تعریف
گوییم. G نمره��ی جدول را M(G) = (βG/Hi

(Hj)) ماتریس این�صورت در باشند. G

حسب بر به�طوری�که Gباشد زیرگروه�های تمام تزویج کلاس�های Hrنماینده�های ،... ،H١ کنید فرض .۴ لم
.βG/Hi

(Hr) = ١ این�صورت، در شده�اند. مرتب بزرگ به کوچک از مرتبه

صورت: این در باشند. G گروه زیر دو V و U کنید فرض .۵ قضیه

βG/V (U) = |{V g : g ∈ G,U ⩽ V }||NG(V ) : V |.
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آنگاه کند عمل X مجموعه روی G اگر نیز می�دهیم. نشان [V ] با را G از V زیرگروه تزویج کلاس
گوییم. G-مجموعه یک را X

این�صورت: در باشند. G زیرگروه دو V و U کنید فرض .۶ لم

با: است برابر M(G) سطر هر از درایه اولین الف)

βG/V (١) = |G : V |.

با: برابرند M(G) قطری درایه�های ب)

βG/V (V ) = |NG(V ) : V |.

با: است برابر [V ] تزویج کلاس اندازه�ی پ)

|[V ]| = |G : NG(V )| =
βG/V (١)
βG/V (V )

.

با: است برابر هستند U شامل که V مزدوجهای تعداد ت)

|{V g : g ∈ G,U ⩽ V g}| =
βG/V (U)

βG/V (V )
.

تعداد با برابر که را νG(V, U) این�صورت در باشند. G از زیرگروه دو V و U کنید فرض .٧ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت است V ثابت زیرگروه در مشمول G از U زیرگروه مزدوج�های

νG(V, U) = |{U g : g ∈ G,U g ⩽ V }|.

این�صورت: در باشند. G زیرگروه دو V و U کنید فرض .٨ قضیه

νG(V, U) =
|V |

NG(U)
βG/V (U) =

βG/V (U)βG/U(١)
βG/U(U)βG/V (١)

.

این�صورت: در باشند. G زیرگروه دو V و U کنید فرض .٩ قضیه

βG/V (U) =
|G : V |νG(V, U)

νG(G,U)
.

برنساید حلقه��ی Gباشند. زیرگروه�های تزویج کلاس�های Hrنماینده�های ،... ،H١ کنید فرض .١٠ تعریف
G-مجموعه�های یکریختی کلاس�های توسط شده تولید آزاد، آبلی گروهی می�شود داده نشان Ω(G) با که G

واقع در است. G/Hi انتقالی
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Ω(G) = {
∑r

i=١ ai[G/Hi] : ai ∈ Z}.

یک U کنید فرض نیز می�کند. عمل آن�ها روی G که هستند متناهی مجموعه� دو Y و X کنید فرض
این�صورت: در باشد. G زیرگروه

FixX∪Y (U) = FixX(U) ∪ FixY (U)

و

FixX×Y (U) = FixX(U)× FixY (U).

بنابراین

βX∪Y (U) = βX(U) + βY (U)

و

βX×Y (U) = βX(U)× βY (U).

X ∈ Ω(G) هر برای آن�گاه کنیم تعریف βX = (βX(H١), ..., βX(Hr)) r-تایی را βX اگر
است. Zr به Ω(G) از حلقه همومرفیسم یک β : X 7→ βX نگاشت

جدول از جملاتی به�صورت می�توان را βX این�صورت در .X =
∑

ai[G/Hi] ∈ Ω(G) کنید فرض
کرد. بیان زیر به�صورت نمره�

βX = (a١, ..., ar)×M(G).

اگر تنها و اگر یکریختند Y و X این�صورت در می�کند. عمل Y و X روی G کنید فرض .١١ قضیه
می�هیم. نشان [X] با را X یکریختی کلاس .βX = βY

زیرگروه�ها نمره��ی جدول القای
نمره��ی جدول می�توانیم H نمره�ی�� جدول از استفاده با این�صورت در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض
از زیرگروهی به�عنوان وقتی K هست. نیز G زیرگروه یک ،H از K زیرگروه یک آوریم. به�دست را G
به�طور اما باشد. G زیرگروه به�عنوان که است حالتی با یکسان زیرگره�هایی دارای می�شود گرفته نظر در H
نباشد. مزدوج U با است ممکن H در است، مزدوج U چون زیرگروهی با G در که K از زیرگروه هر کلی
Kاست. تزویج H-کلاس�های از مجزایی Kاجتماع زیرگروه�های از تزویج G-کلاس هر که گفت می�توان

در باشد. H در مشمول V کنید فرض نیز باشند. G گروه�های زیر H و V ،U کنید فرض .١٢ لم
با: است برابر هستند V در مشمول که U G-مزدوج�های تعداد این�صورت

νG(V, U) =
∑

U
′∼U νH(V, U

′
)
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شده گرفته مزدوجند G در U با که H تزویج کلاس�های از U ′ نماینده�های همه�ی روی مجموع جایی�که
است.

این�صورت در Hباشد. در مشمول V به�طوری�که Gباشند Hزیرگروه�های و V ،U کنید فرض .١٣ قضیه
می�شود: محاسبه زیر فرمول با βG/V (U) نمره�ی

βG/V (U) = |NG(U)|
∑

U
′∼U

١
|NH(U

′ |
βH/V (U

′
)

شده گرفته مزدوجند U با G در که H تزویج کلاس�های از U ′ نماینده�های تمام روی مجموع به�طوری�که
است.
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چکیده

ی مرتبه آبلی غیر های گروه نرمال انتقالی کمان و نرمال انتقالی یال کیلی گراف مقاله این در
کمان ولی باشد نرمال انتقالی یال گرافی اگر شود. می بررسی است، اول عدد یک p آن در که ٩p
گروه کیلی های گراف تمام شود می نتیجه گوییم. نرمال انتقالی کمان نیم را آن نباشد نرمال انتقالی
این بنابراین نیستند. نرمال انتقالی کمان ولی هستند نرمال انتقالی یال ٩p ی مرتبه آبلی غیر های

باشند. می نرمال انتقالی کمان نیم ها گراف

نرمال. انتقالی نرمال،کمان انتقالی یال کیلی، گراف کلیدی: های واژه

.٢٠D۶٠ ،٠۵B٢۵ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده
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مقدمه ١
E = E(Γ) و رئوس ی مجموعه V = V (Γ) آن در که باشد ساده گراف یک Γ = (V,E)کنید فرض
Γ کمان�های و یال�ها رئوس، مجموعه�ی روی Aut(Γ) اتومورفیسم گروه باشد. می Γ یال�های ی مجموعه
کند عمل انتقالی به�صورت کمان�ها و یال�ها ، رئوس مجموعه�ی روی ترتیب به Aut(Γ) اگر می�کند. عمل
انتقالی یال و انتقالی رأس� Γ گراف اگر گوییم. انتقالی کمان یا انتقالی یال انتقالی، رأس� را گراف آن�گاه
زیر S و متناهی گروه یک G کنید فرض می�نامیم. انتقالی کمان نیم را آن نباشد، انتقالی کمان ولی باشد
مجموعه به نسبت G گروه روی کیلی گراف .١ /∈ S و S = S−١ به�طوری�که باشد آن از ناتهی مجموعه�ای

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نمایش Cay(G,S)� نماد با را S ی

V (Cay(G,S)) = G,E(Cay(G,S)) = {(g,sg) | g ∈ G,s ∈ S}

می�کنیم. تعریف ρg(x) = xg∀x∈G ضابطه�ی با را ρg : G→G جایگشت دلخواه g∈G هر برای
از منظم نمایش را آن که است گروه یک R(G) این�صورت در ،R(G) := {ρg | g ∈ G} کنیم فرض

هستند: برقرار کیلی گراف�های مورد در زیر قضایای و گزاره�ها می�نامیم. G گروه راست

است. انتقالی رأس� کیلی گراف هر .١.١ لم

یک Γ =Cay(G,S) کنید فرض .G = ⟨S⟩ اگر وتنها اگر است همبند Cay(G,S) گراف .١.١ قضیه
Aut(G,S) = {α ∈ Aut(G) | α(S) = S} می�کنیم: تعریف صورت این در باشد، کیلی گراف

می�کند. عمل وفا با S روی Aut(G,S) آن�گاه G = ⟨S⟩ اگر .٢.١ قضیه

NAut(Γ)(R(G)) هرگاه نامیم نرمال انتقالی کمان یا نرمال انتقالی یال را Γ = Cay(G,S) گراف
انتقالی کمان نیم را Γ =Cay(G,S)گراف کند. عمل انتقالی Γ گراف کمان�های یا یال�ها مجموعه�ی روی

نباشد. نرمال انتقالی کمان ولی بوده نرمال انتقالی یال اگر گوییم نرمال

هست. نیز نرمال انتقالی یال نرمال، انتقالی کمان کیلی گراف هر .٢.١ لم

زیرگروه یک R(G)هرگاه نامیم، نرمال Γرا باشد، S روی G کیلی گراف یک Γ = Cay(G,S) اگر
باشد. Aut(Γ) نرمال

٣ ی درجه با ساده گرافی Γ = Cay(G,S) و باشد ساده آبلی غیر گروه یک G کنید فرض .٣.١ قضیه
است. نرمال Γ آن�گاه باشد، نرمال انتقالی یال Γاگر باشد.

ناتهی مجموعه�ی توسط متناهی گروه یک از کیلی گراف یک Γ =Cay(G,S) کنید فرض [٣] .۴.١ قضیه
این�صورت: در ، N٠ ≤ Aut(G,S) آن در که N = R(G)⋊N٠ و باشد S

باشد. N٠ مدار یک S اگر فقط و اگر می�کند عمل انتقالی Γ کمان�های روی N الف)

٣۴



دو اجتماع S یا و باشد مدار N٠ یک S یا اگر فقط و اگر می�کند عمل انتقالی Γ یال�های روی N ب)
هستند. مدار N٠ دو هر T−و١ T که باشد T−١ و T مجموعه�ی

یال و کند عمل انتقالی S روی Aut(G,S) اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی کمان Γ گراف .١.١ نتیجه
باشد مدار دو دارای S روی یا و کند عمل انتقالی S روی یا Aut(G,S) اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی

یکدیگرند. وارون که

مرتبه دارای S عناصر تمام آنگاه باشد، نرمال انتقالی یال Γ =Cay(G,S) کیلی گراف اگر .٢.١ نتیجه
هستند. یکسان ی

ی مرتبه عناصر تمام ی مجموعه H کنید فرض بگیرید. نظر در را Γ =Cay(G,S) کیلی گراف .٣.١ لم
Γ گراف درجه�ی آن�گاه باشد، همبند و نرمال انتقالی یال Γ گراف و G ̸= ⟨H⟩ اگر باشد. G گروه در ٢

است. زوج

این در است. متناهی آبلی گروه یک G آن در که باشد کیلی گراف یک Γ =Cay(G,S) اگر .٣.١ نتیجه
بود. نخواهد نرمال انتقالی کمان نیم Γ صورت

باشد. می زیر های صورت از یکی به است اول عدد pیک آن در که ٩p ی مرتبه آبلی غیر های گروه

G١(٩p) = ⟨a,b | a٩ = b٣ = ١,b−١ab = a۴⟩
G٢(٩p) = ⟨a,b,c | a٣ = b٣ = c٣ = ١, [a,b] = c, [a,c] = [b,c] = ١⟩
G٣(٩p) = ⟨a,b | ap = b٩ = ١,b−١ab = ar⟩
G۴(٩p) = ⟨a,b | ap = b٩ = ١,b−١ab = as⟩
G۵(٩p) = ⟨a,b,c | ap = b٣ = c٣ = [b,c] = [a,b] = ١,c−١ac = at⟩

انتقالی یال کیلی گراف مقاله این در .t٣ ≡ ١(mod p) و s٩ ≡ ١(mod p)، r٣ ≡ ١(mod p) آن در که
بررسی را آن�ها بودن نرمال انتقالی کمان ونیم ٩p مرتبه�ی آبلی غیر گروه�های نرمال انتقالی کمان و نرمال

است. شده حاصل زیر نتایج که می�کنیم
انتقالی یال گراف�های [٢] در ،۴p مرتبه�ی از آبلی غیر گروه�های روی نرمال کیلی گراف�های [١] در
وجهی دو گروه�های نرمال انتقالی یال کیلی گراف�های [۴] در و ساده آبلی غیر گروه�های روی ۴ مرتبه�ی از

است. شده بررسی

اصلی نتایج ٢

زیر شرایط اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی یال همبند ،Γ = Cay(G١,S) کیلی گراف .١.٢ قضیه
باشد. برقرار

.G١ = ⟨S⟩ و S = S−١ باشد، ٢ از بزرگتر زوج، گراف، درجه�ی الف)
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T Sجایی�که = T ∪T−١ و T ⊆ {aib | i = ٣k,k = ١,٢} یا و T ⊆ {aib | (i,٩) = ١} ب)
هستند. S روی Aut(G١,S) گروه عمل مدارهای T−١ و

زیر شرایط اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی یال همبند ، Γ = Cay(G٢,S) کیلی گراف .٢.٢ قضیه
باشد. برقرار

.G٢ = ⟨S⟩ و S = S−١ باشد، ٢ از بزرگ�تر زوج، گراف، درجه�ی الف)

Aut(G٢,S) گروه عمل مدارهای T−١ و T که جایی S = T ∪T−١ و T ⊆{ciaib | i= ١,٢} ب)
هستند. S روی

زیر شرایط اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی یال همبند ، Γ = Cay(G٣,S) کیلی گراف .٣.٢ قضیه
باشد. برقرار

.G٣ = ⟨S⟩ و S = S−١ باشد، ٢ از بزرگ�تر زوج، گراف، درجه�ی الف)

یا و ١ ≤ l,k, t ≤ p− و١ متمایزند دو به دو t و k، l آن در که T ⊆ {alb,akb۴,atb٧} ب)
مدارهای T−١ و T جایی�که S = T ∪T−١ و T ⊆ {alb,akb٣ | l ̸= k,١≤ l,k≤ p−١}

هستند. S روی Aut(G٣,S) گروه عمل

زیر شرایط اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی یال همبند ، Γ = Cay(G۴,S) کیلی گراف .۴.٢ قضیه
باشد. برقرار

.G۴ = ⟨S⟩ و S = S−١ باشد، ٢ از بزرگ�تر زوج، گراف، درجه�ی الف)

عمل مدارهای T−١ و T جایی�که S = T ∪T−١ و T ⊆ {alb j | ١ ≤ l ≤ p− ١, jثابت} ب)
هستند. S روی Aut(G۴,S) گروه

زیر شرایط اگر فقط و اگر است نرمال انتقالی یال همبند ، Γ = Cay(G۵,S) کیلی گراف .۵.٢ قضیه
باشد. برقرار

.G۵ = ⟨S⟩ و S = S−١ باشد، ٢ از بزرگ�تر زوج، گراف، درجه�ی الف)

T−١ و T جایی�که S = T ∪ T−١ و T ⊆ {aib jc,ap−ib jc | ١ ≤ i ≤ p− ١, jثابت} ب)
هستند. S روی Aut(G۵,S) گروه عمل مدارهای

انتقالی کمان ولی هستند نرمال انتقالی یال ٩p مرتبه�ی آبلی غیر گروه�های کیلی گراف�های تمام .١.٢ نتیجه
باشند. می نرمال انتقالی کمان نیم گراف�ها این بنابراین نیستند. نرمال
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چکیده

تصادفی فرآیند این شرطی احتمال تعریف اطلاع، نظریه در مارکوف زنجیر اهمیت به توجه با
زنجیر با بسندگی مفهوم بین ارتباط مقاله این در شود. تعریف نیز توأم اطلاع برحسب می�تواند

است. اطلاع نظریه اصول مبنای بر ارتباط این که می�شود مطرح مارکوف

آنتروپی. توأم، اطلاع مارکوف، زنجیر بسنده، تابع کلیدی: های واژه

.٩٧D۴٠ ،۶٠J١٠ ،٩۴A١۵ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
در گسترده�ای کاربردهای و است احتمال نظریه از اصلی بخش یک مارکوف فرآیندهای تئوری امروزه،
اولین از یکی است. بوده ١٩٠٧ سال در نظریه این کننده آغاز مارکوف دارد. دیگر علوم از بسیاری
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شناسان زبان اگرچه است. بوده روسی زبان در بی�صدا و صدادار حروف روی تحقیق تئوری، این کاربردهای
وقتی اطلاع نظریه شاخه نیست. برقرار مارکوف زنجیر خصوصیت زبان�ها برخی در که داده�اند نشان مدرن
داشت. خواهد قبلی نماد�های متناهی تعداد به بستگی پیام یک در نماد یک وقوع احتمال که می�آید کار به
زنجیر یک را منبعی چنین توسط شده تولید دنباله و برد نام حافظه با اطلاع منبع از می�توان حالت این در
شرطی، احتمال طریق از آن مفهوم بررسی و بسنده تابع تعریف با مقاله این در گرفت. نظر در مارکوف

می�شود. گرفته نتیجه مارکوف زنجیر با بسندگی مفهوم بین ارتباط

گسسته تصادفی متغیر است. متناهی Ω نمونه فضای که بگیرید نظر در را (Ω,F ,P) احتمال فضای
به X آنتروپی .k = ١, . . . ,N ،P(X = xk) = pk که بگیرید نظر در را x١, . . . ,xN مقادیر با X
وکافی لازم شرط و H(X) ≥ ٠ وضوح به .[١] می�شود تعریف H(X) = ∑N

k=١ pklog٢ ١
pk

صورت
آنتروپی باشد. تباهیده تصادفی متغیر یک X یعنی ،N = ١ که است آن H(X) = ٠ که این برای
اگر حال می�دهد. نشان X واقعی مقدار مشاهده از بعد را است شده دریافت X از که اطلاعاتی مقدار
صورت این در ، f (xi) ̸= f (x j) ،i ̸= j برای که طوری به باشد {x١, . . . ,xN} دامنه با تابع یک f
برای کلی�تر حالت در .H( f (X)) = H(X) رو این از و P( f (X) = f (xk)) = P(X = xk) = pk
به مربوط P = {p١, . . . , pN} توزیع به تنها H(X) که این از .H( f (X)) ≤ H(X) ، f تابع هر
اگر حال می�شود. نوشته H(P) = ∑N

k=١ pklog٢ ١
pk

صورت به آنتروپی مواقع برخی دارد، بستگی X
P توزیع واگرایی ،N ≥ ٢ و باشد Y دیگر تصادفی متغیر به مربوط احتمال�های Q = {q١, . . . ,qN}
یا کولبک-لایبلر فاصله را آن که می�کنند تعریف D(P,G ) = ∑N

k=١ pklog٢
pk
qk

صورت به را Q از
و اگر است برقرار تساوی و D(P,G )≥ ٠ که می�شود مشاهده راحتی به .[٢] گویند نیز نسبی آنتروپی
آنتروپی شد، تعریف بالا در که X گسسته تصادفی متغیر برای .pk = qk ،k = ١, . . . ,N هر برای اگر تنها
اطلاع .H(X) = log٢N حالت این در و pk =

١
N ،k = ١, . . . ,N برای اگر تنها و اگر است، بیشین

صورت به می�کند اختیار را مجزا مقادیر از متناهی تعداد یک هر که Y و X تصادفی متغیرهای توأم

I(X ,Y ) = H(X)+H(Y )−H(X ,Y )

و لازم شرط و I(X ,Y ) ≥ ٠ وضوح به .[٣] است (X ,Y ) آنتروپی ،H(X ,Y ) که می�شود تعریف
راجع آمده دست به اطلاع مقدار I(X ,Y ) کمیت است. Y و X استقلال تساوی برقراری برای کافی
خانواده معرف Pk اگر می�گیرد. اندازه را Y تصادفی متغیر مشاهدات اساس بر X تصادفی متغیر به
آنتروپی میانگین p j|k = P(X = x j|Y = yk) آن در که باشد {p j|k, j = ١, . . . ,N} شرطی توزیع�های
می�توان راحتی به و می�شود تعریف H(X |Y ) = ∑N

k=١ qkH(Pk) صورت به Y شرط به X شرطی
همچنین .I(X ,Y ) = H(X)−H(X |Y ) و H(X |Y ) = H(X ,Y )−H(Y ) ≥ ٠ که داد نشان
تعداد و n > ٢ که {Xi : i = ١, . . . ,n} تصادفی متغیرهای برای .I(X ,Y ) ≤ min(H(X),H(Y ))
کافی و لازم شرط و H(X١, . . . ,Xn)≤ ∑n

k=١ H(Xk) داریم: می�کنند اختیار را مجزا مقادیر از متناهی
دهید قرار باشند. مستقل X١, . . . ,XN که است آن تساوی برقراری برای

I(X١, . . . ,XN) = H(X١, . . . ,XN)−
N

∑
k=١

H(Xk)
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برای کافی و لازم شرط گویند. X١, . . . ,XN تصادفی متغیرهای توسط آمده فراهم توأم اطلاع را آن که
،k = ١, . . . ,n− ١ هر برای معادلا یا و باشد صفر آن�ها توأم اطلاع که است آن X١, . . . ,Xn استقلال
همگی Z تصادفی متغیر و X١, . . . ,Xn مستقل تصادفی متغیرهای اگر .I((X١, . . . ,Xk),Xk+١) = ٠

کرد: ثابت می�توان کنند اختیار را مجزایی مقادیر از متناهی تعداد

n

∑
k=١

I(Xk,Z)≤ I((X١, . . . ,Xk),Z).

مارکوف زنجیر�های و بسنده تابع ٢

است. بسنده تابع دیدگاه از استفاده اطلاع و آنتروپی برحسب مارکوف خاصیت فرمول�بندی اصلی عنصر

که طوری به باشند (Ω,F ,P) احتمال فضای یک روی تصادفی متغیرهای Y و X اگر .١.٢ تعریف
تصادفی متغیر صورت این در باشد، اندازه�پذیر بورل و حقیقی مقدار با تابع یک g و I(X ,Y ) < ∞
هرگاه گویند Y تصادفی متغیر برای X تصادفی متغیر از بسنده تابع یک را g ◦ X = g(X)

اطلاعات تمام شامل g(X) هرگاه است بسنده Y برای g(X) دیگر عبارت به .I(g(X),Y ) = I(X ,Y )

باشد. می�آیند فراهم X تصادفی متغیر توسط که Y تصادفی متغیر

{y١, . . . ,yM} و {x١, . . . ,xN} ترتیب به تکیه�گاه�های با و Y و X تصادفی متغیرهای اگر .٢.٢ قضیه
یک g(X) که آن برای کافی و لازم شرط بگیرید، نظر در را g پذیر اندازه بورل و حقیقی مقادیر با تابع و
داشته بستگی g(X) مقدار به تنها X شرط به Y شرطی احتمال توزیع که است آن باشد Y برای بسنده تابع

گاه آن ،g(xi) = g(x j) ، j = ١, . . . ,N و i = ١, . . . ,N برای اگر یعنی باشد

P(Y = yk|X = xi) = P(Y = yk|X = x j). (١)

برای یعنی باشد ثابت g(X) مقدار که هنگامی هستند مستقل تصادفی متغیرهای Y و X دیگر عبارت به
داریم: P(g(X) = z)> ٠ که z هر

P(X = x j,Y = yk|g(X) = z) = P(X = x j|g(X) = z)P(Y = yk|g(X) = z). (٢)

که Q = {q١, . . . ,qM} ،p j = P(X = x j) که P = {p١, . . . , pN} کنید تعریف برهان.
آن در که R = {r jk, j = ١, . . . ,N,k = ١, . . . ,M} و qk = P(Y = yk)
خود مقادیر که g تابع از مجزا مقادیر مجموعه {z١, . . . ,zs} کنید فرض .r jk = P(X = x j,Y = yk)

D١, . . . ,Ds که j ∈ Dl ،g(x j) = zl دهید قرار و باشد می�کنند اختیار {x١, . . . ,xN} مجموعه روی را
، j ∈ Dl که حالتی در v(x j) = l کنید تعریف بعلاوه است. {١, . . . ,N} مجموعه از افراز یک

اعداد .tl = P(g(X) = zl) و tlk = P(g(X) = zl,Y = yk)

u jk =
tv(x j)k.p j

tv(x j)
, j = ١, . . . ,N, k = ١, . . . ,M
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شرط رو این از .I(X ,Y )− I(g(X),Y ) = D(R,U ) و می�آیند U = {u jk} احتمال توزیع یک از

و
tv(x j)k.p j

tv(x j)
= r jk اگر یعنی .R = U که است آن I(X ,Y ) = I(g(X),Y ) برای کافی و لازم

که است آن برای کافی و لازم شرط (١) آن پی در و rik
pi
=

r jk
p j

گاه آن ،g(xi) = g(x j) اگر یعنی این
گاه آن ،g(x j) = zl اگر بعلاوه .I(g(X),Y ) = I(X ,Y )

P(X = x j,Y = yk|g(X) = zl) =
P(X = x j,Y = yk)

P(g(X) = zl)

= P(X = x j|g(X) = zl)P(Y = yk|X = x j)

.g(x j) = zl که این شرط به P(Y = yk|X = x j) = P(Y = yk|g(X) = zl) با است معادل (٢) لذا و
هستند. معادل (٢) و (١) بنابراین

(Ω,F ,P) احتمال فضای روی حقیقی مقادیر با تصادفی متغیرهای از {Xn}n∈N دنباله .٣.٢ تعریف
،n ∈ N برای هرگاه گویند گسسته-پارامتر مارکوف زنجیر را می�کند اختیار را مقادیر از متناهی تعداد که

.I((X١, . . . ,Xn),Xn+١) = I(Xn,Xn+١)

اطلاعی گسسته-پارامتر مارکوف زنجیر یک برای که است حقیقت این کننده بیان بالا تساوی .۴.٢ نتیجه
به راجع که است اطلاعی با برابر آید می دست به X١, . . . ,Xn مشاهدات اساس بر Xn+١ به راجع که
از تابع یک صورت به که Xn رو، این از و آید می دست به Xn یعنی آخر مشاهده تنها اساس بر Xn+١

معادل طور به می�باشد. Xn+١ برای بسنده تابع یک n ∈ N هر برای است X١, . . . ,Xn

P(Xn+١ = xn+١|X١, . . . ,Xn) = P(Xn+١ = xn+١|Xn).
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چکیده

در می�پردازیم. آماری فرضیه�ی آزمون�های در اطلاع نظریه�ی از کابردهایی بررسی به مقاله این در
اول نوع خطای که حالتی در می�کنیم. پیدا را کولبک-لایبلر فاصله با درست�نمایی نسبت رابطه ابتدا
نسبی آنتروپی فاصله با متناسب آن لگاریتم که می�شود کمینه گونه�ای به دوم نوع خطای است، ثابت
نظریه�ی دیدگاه از را بیزی آزمون�های انتها در است. آماری فرضیه�های در شده داده توزیع دو بین

می�کنیم. بررسی اطلاع

درست�نمایی، نسبت آزمون آزمون، پرتوان�ترین نیمن-پیرسن، لم نسبی، آنتروپی کلیدی: های واژه
بیز. آزمون

.٩۴A١۵ ،۵۴C٧٠ ،۶٢F١۵ ،۶٢F٠٣ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده
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مقدمه ١
اطلاعات پردازش و ذخیره�سازی انتقال، آن�ها کار اساس که داریم سروکار سیستم�هایی با امروزی جامعه در
به کانال یک طریق از و منبع یک از داده�ها دقیق و سریع ارسال چگونگی بررسی به اطلاع نظریه�ی است.
نظریه�ی در می�پردازد. آن�ها سریع ارسال منظور به اطلاعات فشرده�سازی و ذخیره چگونگی به و گیرنده یک
برای فشرده�سازی نهایی�ترین آنتروپی یکی می�شود. داده پاسخ ارتباطات نظریه�ی در اصلی سوال دو به اطلاع
١٩۴٨ سال از اطلاع نظریه�ی مبانی .[٢] است کانال ظرفیت نهایی، مخابره سرعت اینکه دیگر و دادهاست
بین ارتباط زمینه در را خود مطالعات بار اولین برای ١٩۵٠ سال حدود در کولبک و شد آغاز شانون توسط
آماری فرضیه�ی آزمون�های در اطلاع نظریه�ی از کاربردهایی مقاله این در .[٢] کرد شروع آمار با شاخه این
نسبت آزمون�های همان که آزمون�ها پرتوان�ترین نیمن-پیرسن، لم از استفاده با ابتدا در می�شوند. مطرح
تفاضل با برابر درست�نمایی نسبت لگاریتم می�شود ثابت می�گیرند. قرار بررسی مورد هستند درست�نمایی
سپس است. آماری فرضیه�ی آزمون�های در شده داده توزیع نوع دو هر با نمونه�ها نسبی آنتروپی فواصل بین
نمایی صورت به دوم نوع خطای احتمال که می�شود داده نشان اول، نوع خطای احتمال دادن قرار ثابت با
کردن کمینه با پایان در است. توزیع دو بین کولبک-لایبلر فاصله با برابر آن نمایی نرخ و می�شود کوچک
آزمون یک دنبال به بیزی دیدگاه از آن�ها متناظر پیشین توزیع�های ضرایب با خطا نوع دو از خطی ترکیب

می�گردیم. بهینه

آماری فرضیه�ی آزمون�های و اطلاع نظریه�ی ٢

تصمیم تابع و H١ : Q = P٢ مقابل در H٠ : Q = P١ فرضیه�ی آزمون و X١, · · · ,Xn
iid∼ Q(x) کنید فرض

و اول نوع خطای احتمال است. بحرانی ناحیه��ی C آن در که بگیرید نظر در را g(x) = IC̄(x)+٢IC(x)
β =P(g(X)= درست|١ H١)=Pn

٢ (C̄) و α =P(g(X)= درست|٢ H٠)=Pn
١ (C)به�صورت دوم

نمونه حجم اگر داد. کاهش را خطا دو هر می�توان نمونه حجم افزایش با کلی حالت در می�شوند. تعریف
β خطای احتمال ،α کردن فرض ثابت با منظور این برای و نیست امکان�پذیر امر این باشد، ثابت
ناحیه�ی k ≥ ٠ برای لم این در .[١] است استوار اساس این بر نیمن-پیرسن لم که می�کنند کمینه را
را مذکور ناحیه�ی با متناظر دوم و اول نوع خطای احتمال�های و Cn(k) = {x : P٢(x)/P١(x)> k}
خطاهای با دیگر تصمیم ناحیه�ی اگر .β ∗ = Pn

٢ (C̄n(k)) و α∗ = Pn
١ (Cn(k)) یعنی می�گیرند، نظر در

آزمونی Cn(k) ناحیه�ی اصطلاح در .β ≥ β ∗ دراین�صورت ،α ≤ α∗ که باشد طوری β و α متناظر
نیمن-پیرسن لم و گویند درست�نمایی نسبت P١(x)/P٢(x) به گویند. آزمون پرتوان�ترین را آن که می�سازد
درست�نمایی نسبت لگاریتم .[٢] است درست�نمایی نسبت آزمون یک آزمون، پرتوان�ترین که می�دهد نشان
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با: است برابر

L(X) = log
P١(X)
P٢(X)

= log
∏n

i=١ P١(Xi)

∏n
i=١ P٢(Xi)

=
n

∑
i=١

log
P١(Xi)

P٢(Xi)
= ∑

a∈X
nPX(a) log

(
P١(a)
P٢(a)

PX(a)
PX(a)

)
= ∑

a∈X
nPX(a) log

PX(a)
P٢(a)

− ∑
a∈X

nPX(a)
PX(a)
P١(a)

= nD(PX ∥ P٢)−nD(PX||P١),

احتمال چگالی تابع دو بین فاصله�ی و است کولبک-لایبلر فاصله�ی یا نسبی آنتروپی D(p ∥ q) آن در که
توزیع دو هر نمونه�ی نسبی آنتروپی فواصل بین تفاضل با برابر L(X) بنابراین می�کند. اندازه�گیری را q و p

و است
x ∈ Cn(k) ⇔ D(PX ∥ P٢)−D(PX ∥ P١)<−

١
n

logk.

،[٢] سانوف قضیه�ی کمک به است محدب مجموعه�ی یک C یعنی H٠ فرضیه�ی رد ناحیه�ی این�که از
نوع خطای احتمال بنابراین می�شود، تعیین P١ به C عضو نزدیک�ترین نسبی آنتروپی توسط خطا احتمال
P١ توزیع به C عضو نزدیک�ترین P∗١ آن در که αn = Pn

١ (PX ∈C) = ٢−٢D(P∗١ ∥P١) با است برابر اول
استفاده با اکنون است. P٢ توزیع به C̄ عضو نزدیک�ترین P∗٢ که βn = ٢−٢D(P∗٢ ∥P٢) مشابه طور به است.
کمینه D(P ∥ P٢)−D(P ∥ P١) =− logk/n شرط به نسبت را D(P ∥ P٢) لاگرانژ ضرایب روش از

می�کنیم:

J(P) = ∑P(x) log(P(x)/P٢(x))+λ ∑P(x) log(P(x)/P٢(x))+ν ∑P(x).

می�شود نتیجه صفر برابر آن دادن قرار و P(x) به نسبت مشتق�گیری با

log(P(x)/P٢(x))+١+λ log(P(x)/P٢(x))+ν = ٠.

صورت به P کمینه مقدار معادلات مجموعه حل با

P∗٢ = Pλ∗ = Pλ
١ (x)P

١−λ
٢ (x)/ ∑

a∈X
Pλ
١ (a)P

١−λ
٢ (a) (١)

با اکنون .D(Pλ ∗ ∥ P١)−D(Pλ ∗ ∥ P٢) =− logk/n که می�شود انتخاب طوری λ و می�آید دست به
می�کنیم. کمینه را دوم نوع خطای اول، نوع خطای کردن فرض ثابت

H١ : Q = P٢ مقابل در H٠ : Q = P١ فرضیه�ی آزمون و X١, · · · ,Xn
iid∼ Q(x) کنید فرض :١.٢ قضیه

خطای احتمال و Cn ⊆ X n آزمون رد ناحیه�ی اگر . D(P١ ∥ P٢) < ∞ آن در که باشد نظر مورد
باتعریف ٠ < ε < ٠٫۵ هر برای باشند، βn = Pn

٢ (C̄n) و αn = Pn
١ (Cn) ترتیب به دوم و اول نوع

. limn→∞ logβ ε
n /n =−D(P١ ∥ P٢) داریم β ε

n = minCn⊆X n βn

یعنی دوم نوع خطای مقدار کمترین به می�توان ،αn < ε اگر که گرفت نتیجه می�توان ١.٢ قضیه�ی از
است. P٢ و P١ توزیع دو بین نسبی آنتروپی D که یافت دست βn = ٢−nD
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π٢ و π١ کنید فرض می�پردازیم. بیزی دیدگاه از خطاها وزنی ترکیب کمینه�سازی مسأله��ی به پایان در
کلی خطای احتمال صورت این در باشند، H١ و H٠ فرضیه�های با متناظر پیشین احتمال�های ترتیب به

است. P(n)
e = π١αn +π٢βn به�صورت

و است D∗ = limn→∞−١
n logminCn⊆xn P(n)

e با برابر خطا بیزی احتمال در نما بهترین :٢.٢ قضیه
شرط در λ ∗ و است (١) به�صورت Pλ آن در که D∗ = D(Pλ ∗ ∥ P١) = D(Pλ ∗ ∥ P٢)

D(Pλ ∗ ∥ P١) = D(Pλ ∗ ∥ P٢)

می�کند. صدق
خطا احتمال ،C = {x : π١P١(x)/π٢P٢(x)< ١} بیز، آزمون رد ناحیه�ی به توجه با

Pe = π١αn +π٢βn = ∑
C

π١P١+∑̄
C

π٢P٢ = ∑min{π١P١,π٢P٢}

≤∑(π١P١)λ (π٢P٢)١−λ ≤∑Pλ
١ P١−λ

٢

داریم: تایی n تصادفی نمونه یک برای می�باشد.

P(n)
e ≤∑πλ

١ π١−λ
٢ ∏

i
Pλ
١ (xi)P١−λ

٢ (xi) = πλ
١ π١−λ

٢ ∏
i

∑Pλ
١ (xi)P١−λ

٢ (xi)

≤∏
xi

∑Pλ
١ P١−λ

٢ =
(
∑Pλ

١ P١−λ
٢

)n
.

١۵ و ٢۶٠ ترتیب به فوتبال برتر لیگ بازیکنان امتیازات معیار انحراف و متوسط کنید فرض ٣.٢ مثال
(که لیگ یک از والیبال بازیکنان از تایی ١٠٠ گروه یک باشد. ١۵ و ٢۴٠ والیبال بازیکنان برای و
برتر لیگ عضو باید و کرده�اند کسب امتیاز ٢۵٠ از بیش متوسط طور به است) شده انتخاب تصادف به
با توزیعی دارای بازیکنان این امتیازات می�دهیم نشان ادعا دو این صحت بررسی برای شوند. انتخاب
در H٠ : f١ = N(١,σ٢) فرضیه�ی آزمون منظور این برای است. ١۵ معیار انحراف و ٢۵٠ میانگین
ترتیب به بیز آزمون و درست�نمایی نسبت آزمون بگیرید. نظر در را H١ : f٢ = N(−١,σ٢) مقابل
شده�ایم. اول نوع خطای یک مرتکب کنید فرض اکنون می�کنند. پیشنهاد را X̄ < ٠ و X̄ < k رد ناحیه�ی
با متناظر حقیقت این تقارن، به توجه با می�کند. میل f ∗ به خطا شدن مرتکب شرط به نمونه شرطی توزیع

می�کنیم: عمل زیر صورت به f ∗ محاسبه�ی برای است. (١) در λ = ٠٫۵

f ∗(x) =
(١/
√
٢πσ٢exp(−(x−١)٢/٢σ٢))٠٫۵(١/

√
٢πσ٢exp(−(x+١)٢/٢σ٢))٠٫۵∫ −∞

∞ (١/
√
٢πσ٢exp(−(x−١)٢/٢σ٢))٠٫۵(١/

√
٢πσ٢exp(−(x+١)٢/٢σ٢))٠٫۵dx

=
١/
√
٢πσ٢exp(−(x١+٢)/٢σ٢)∫ −∞

∞ ١/
√
٢πσ٢exp(−(x١+٢)/٢σ٢)dx

=
١√
٢πσ٢

e
−

x٢

٢σ٢ = N(٠,σ٢).
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چکیده

اعداد تشخیص در قطعی آزمون یک Agrawal-Kayal-Saxena مخفف AKS آزمون
هند کانپور دانشگاه از ساکسن و کایال گراوال، آ نام�های به هندی سه توسط که می�باشد اول
نام به مقاله�های طی را خود تحقیقات نتیجه نفر سه این است. شده ابداع ٢٠٠٢ سال در
شدند.این Fulkerson و Godel جوایز دریافت به موفق و کردند منتشر “ PRIMES is in P ”
ای چندجمله زمان در عمومیت، قطعیت، خاصیت چهار هر در که است الگوریتمی نخستین الگوریتم
مناسب افزاری نرم سازی پیاده یک مقاله این در می�نماید. صدق هم�زمان بودن شرط بدون و بودن

می�شود. ارائه دارد مربوطه کوانتومی الگوریتم سازی شبیه با ترکیب قابلیت که الگوریتم این از

بودن. اول آزمون شور، الگوریتم ، یابی عامل الگوریتم�های کلیدی: های واژه
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:AKS الگوریتم انواع ١

بنا اعداد نظریه در قضیه یک پایه بر الگوریتم�ها این تمامی است. شده ارائه زیر نوع چهار در الگوریتم این
اند. شده

Let a∈Z, n∈N, n≥ 2, and (a,b) = 1 Then n is prime if and only if (X +a)n =
Xn +a(modn)

:AKS Original الگوریتم ٢

ارائه ٢٠٠٢ سال در ٣ ساکسنا و ٢ کایال گراوال١، آ نفره سه تیم که بود الگوریتمی اولین الگوریتم این
زیر کلی مرحله سه دارای الگوریتم این می�باشد. O∼(Log١٢n) برابر الگوریتم این زمانی پیچیدگی دادند.

میباشد.

d) Perfect power checking the input n
e) Find r, q = Largest Prime Factor(r) that q≥ 4

√
rlogn & n

r−1
q ̸= 1(mod r)

f) a = 1 to 2
√

rlogn check (x−a)n ̸= xn−a(mod xr−1,n)

میباشد. زیر صورت به الگوریتم این کد شبه

Input: integer n > 1
1. If(n is of the form ab , b> 1) output COMPOSITE;
2. r = 2;
3. while (r< n ){
4. If(gcd(n, r ̸= 1) ) output COMPOSITE
5. If( r is prime)
6. Let q be the largest prime factor of r-1;
7. If( q > 4

√
r log n) and (n

r − 1
q ̸= 1 (mod r))

8. Break;
9. r = r + 1;
10. }
11. for a=1 to 2

√
r log n

12. If ( (x−a)n ̸= (xn − a) (mod xr − 1,n)) output COMPOSITE

Agrawal١
Kayal٢
Saxena٣
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13. Output PRIME;

:AKS Version الگوریتم٣ ٣

این زمانی پیچیدگی گردید. معرفی قبلی الگوریتم زمانی پیچیدگی بهبود جهت ٢٠٠٣ سال در الگوریتم این
است. شده تشکیل مرحله سه از الگوریتم است.این O∼(Log١٠٫۵n) برابر الگوریتم

a) Perfect power checking the input n
b) Find r,Or(n)⩾ 4log2n
c) a = 1to[2

√
ϕrlogn] check (x+a)n ̸= xn +a(mod xr−1,n)

:AKS By Daniel Bernstein الگوریتم ۴

دارای الگوریتم این شد. ارائه اصلی الگوریتم زمانی پیچیدگی بهبود جهت ٢٠٠٣ سال در نیز الگوریتم این
میباشد. اصلی مرحله سه

a) Perfect Power Checking the input n
b) Find r ,q=Largest Prime Factor(r) that

(2q−1
q

)
⩾ 2(2⌊

√
r⌋logn) & n(r−1)/q ⩽ 1

c) a = 1 to 2
√

rlogn check(x−a)n ≡ xn−a(mod xr−1,n)

:AKS Conjecture الگوریتم ۵

می�باشد O∼(Log٣n) برابر آن زمانی پیچیدگی که است موجود AKS الگوریتم سریع�ترین الگوریتم این
این است. نشده اثبات تاکنون الگوریتم این درستی البته است. پیشین الگوریتم�های از سریع�تر بسیار و

می�کند. استفاده زیر حدس از درواقع الگوریتم
if(x−a)n ≡ xn−1(mod xr−1,n) ,then weather n is prime or n2 ≡ 1(modr)

:AKS روش سازی پیاده ۶
طراحی عدد یک بودن اول تشخیص در AKS الگوریتم مختلف انواع پیاده�سازی منظور به افزار نرم این
اعمال انجام جهت است. شده استفاده MFC پلتفرم و VC++ زبان از افزار نرم این طراحی در است. شده
آماده کتابخانه از (... و بزرگ بسیار اعداد روی بر ریاضی اعمال ای�ها، چندجمله روی بر (عملیات ریاضی

۵١



این قابلیت�های از است. شده نوشته C++ زبان به کتابخانه این که شده استفاده ۶ نوع NTL رایگان و
کرد: اشاره زیر موارد به می�توان افزار نرم

شامل: آن مختلف انواع و AKS الگوریتم وسیله به عدد یک نبودن یا بودن اول تعیین •

Original AKS - Conjecture AKS - 3 Version AKS - D.Bernstein AKS

فرمت با فایل یک در دلخواه تعداد با و بخصوص عدد یک از کمتر یا و بیشتر اول اعداد ذخیره •
افزار نرم در استفاده یا و تجزیه حالت در دیتابیس عنوان به افزار نرم خود در استفاده جهت دلخواه

( ... و فایل یک در ١ از بزگتر اول عدد ١٠٠٠٠٠٠٠٠ ذخیره دیگر(مثلا های

اعداد شامل داده پایگاه از استفاده با یا و متوالی تقسیمات های روش به اول عوامل به اعداد تجزیه •
میباشد زیر صورت به افزار نرم اصلی افزارصفحه نرم توسط شده ذخیره اول

حالت: انتخاب بخش

نمایید. استفاده عدد یک نبودن یا بودن اول تست جهت می�توانید حالت این از عادی: حالت •

عدد مشخصی تعداد و نموده شروع عدد یک از می�توانید حالت این انتخاب با شمار: پایین حالت •
. نمایید ذخیره دلخواه فرمت با فایل یک در را آن از کمتر اول

عدد مشخصی تعداد و نموده شروع عدد یک از می�توانید حالت این انتخاب با شمار: بالا حالت •
نمایید. ذخیره دلخواه فرمت با فایل یک در را آن از بیشتر اول

دو از استفاده با اولشان عوامل به اعداد تجزیه جهت می�توانید حالت این از اول: عوامل به تجزیه •
. نمایید استفاده اول اعداد دیتابیس و متوالی تقسیمات الگوریتم
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افزار: نرم مختلف های حالت ٧

: بودن اول تست حالت
الگوریتم�های از یکی وسیله به را عدد یک بودن اول نظر مورد الگوریتم انتخاب با می�توان بخش این در

نمود. تست AKS
اول: اعداد ذخیره

فایل یک در شمار پایین یا و شمار بالا صورت به را اول عدد مشخصی تعداد می�توان افزار نرم این به�وسیله
استفاده اعداد تجزیه بخش در استفاده جهت داده پایگاه فایل تولید جهت می�توان ویژگی این از نمود. ذخیره

نمود. استفاده بزرگ اول اعداد تولید جهت بخش این از می�توان هم�چنین نمود.

اول: عوامل به تجزیه ٨
در نمایید. استفاده دلخواه الگوریتم با و اولش عوامل به ورودی عدد تحزیه جهت می�توانید حالت این از

کرد: استفاده نظر مورد عدد تجزیه جهت مختلف روش دو از می�توان حالت این
عمل کرده شروع ٢ عدد از متوالی تقسیمات روش با افزار نرم نشود، اضافه دیتابیس فایل اگر اول: روش

نماید. پیدا را اول عوامل تا می�دهد انجام را تقسیم
جهت افزار نرم و می�شود استفاده می�باشد اول اعداد محتوی که دیتابیس یک از روش این در دوم: روش
اول روش از تر سریع بسیار روش این می�نماید. استفاده دیتابیس این درون اعداد از اول عوامل تشخیص

است.
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چکیده

جریانی رمز یک ، QUAD عنوان” تحت مقاله�ای در ، ٢٠٠۶ سال eurocryptمجله�ی در
توسط جریانی رمزهای از پارامتری خانواده یک عنوان به QUAD اثبات“ قابل امنیت با کاربردی
بیت ١۶٠ با ها QUAD از نمونه�ای برای اجرا سرعت شد. معرفی پاتارین و بربین ، گیلبرت
مقاله این در است شده ارائه GF(٢۵۶)، GF(١۶) ، GF(٢)میدان�های روی بلوکی خروجی و
راارائه شده جزء�بندی گراف طریق از چند�جمله�ای معادلات دستگاه�های پردازش برای جدید روشی
می�هیم نشان همچنین می�دهد، افزایش را معادلات جواب محاسبه�ی سرعت روش این که می�کنیم
به که کنند تولید QUADجریانی رمز برای منطبقی سیستم�های می�تواند مخرب گروه یک چگونه که
برابر در متقارن رمزهای امنیت ارزیابی برای جدید مسیر یک فوق روش نتایج �شوند. شکسته راحتی

می�کند. ایجاد جبری حملات
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بندی. جزء گراف قابل�اثبات، امنیت جریانی، رمزهای کلیدی: های واژه

.١٣D٠٧ ،١٣C١۴ ،١٣D۴۵ ،١٣D٠٢ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
مسئله حل پایه بر آن امنیت و جریانی رمز این شد[١]. ارائه همکارانش و بربین توسط QUADجریانی رمز
دستگاه و X = (x١, ...,xn) درونی وضعیت یک از QUAD جریانی است.رمز شده فرضیه�سازی MQ
Q(X) : GF(qn) 7−→GF(q) چند�متغیره ٢ درجه تابع m با S(x١, ...,xn) تصادفی ٢ درجه چند�متغیره
شبه�تصادفی اعداد مولد یک عنوان به S(X) = {Q١(X), ...,Qm(X)} که طوری به است شده ،تشکیل
جریانی کلید خروجی تعداد r که می�شود، داده نشان QUAD(q،n،r) با رمز .این می�شود گرفته نظر در
. r = (k−١)n بنابراین و k≥ ٢ که می�شود گرفته نظر mدر = kn معمول طور به .r = m−n و است
جریانی رمز کلید مقدار (k-١)n تولید منظور به تکرار با مرحله ٣ شامل سادگی به جریانی کلید تولید فرایند

باشد. می تکرار هر در

وضعیت از فعلی مقدار X که S(X) = (Q١(X), ...,Qkn(X)) ، GF(q) مقادیر از تا kn محاسبه -
است. درونی

GF(q) جریانی کلید مقدار (k-١)n از Sout(X) = (Qn+١(X), ...,Qkn(X)) خروجی دنباله -

، GF(q) شده�ی تولید مقداراولیه n از ای دنباله با X درونی وضعیت رسانی روز به -
Sit(X) = (Q١(X), ...,Qn(X))

جزء�بندی یا رأسها جزء�بندی ترتیب به را گراف یک ساختن ناهمبند برای یالها یا رأسها حذف تعریف:فرایند
می�نامیم یالها

چند�جمله�ای دستگاه F کنید متغیر:فرض اشتراک- :گراف تعریف

f١(x١,x٢, ...,xn) = ٠
f٢(x١,x٢, ...,xn) = ٠

...
fm(x١,x٢, ...,xn) = ٠

با Fاز G = (V,E) -متغیر اشتراک باشد.گراف متغیر x١,x٢, ...,xn با چند�جمله�ای معادله m از
xi,xدر j دومتغیر می�آیداگر بدست (vi,v j) ∈ E یال یک ایجاد و ، xi متغیر هر برای vi ∈V رأس ایجاد

. غیر�صفر) ضرایب شوند(با ظاهر یکدیگر با fk چند�جمله�ای هر
تقسیم کوچکتر اندازه�های به می�توان را چند�جمله�ای معادلات دستگاه یک جزء�بندی گراف روش از استفاده با
fوg نگاشتهای چون ، جهانی[٢] نگاشت قضیه طبق نمود. حل می�توان جداگانه طور به را هریک کرد،که
معادلات دستگاه شکل به را آنها هستند،می�توان دیگر متناهی مجموعه یک به متناهی مجموعه یک از
نگاشت یک دو درجه معادله هر . می�باشد مناسب�تر GF(٢) میدان اما نوشت میدانی هر روی چند�جمله�ای
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GF(٢n)−→GF(٢n) از نگاشتی معادله�ای n مجموعه�ی اولین بنابراین است، GF(٢n)−→GF(٢)
درونی می�باشد.وضعیت f٢ نام به قبل مشابه ابعاد با نگاشتی نیز معادله�ای n مجموعه�ی دومین و f١ نام به
وضعیت f١(st) = st+١ بردار نتایج واز شده ارزیابی s در اول معادله ١۶٠ می�باشد. بیت ١۶٠ با s بردار
بیت n به zt می�باشند.بردار zt = f٢(st) خروجی ارزیابی برای نیز دوم معادله می�آید.١۶٠ بدست جدید
. ct = pt + zt می�آید بدست شده منتقل رمز پیام و می�شود اضافه GF(٢) روی pt متن پیام بعدی
را c١,c٢, ...,cn رمز پیام و p١, p٢, ..., pn متن پیام دو هر حمله�کننده که را شده شناخته متن پیام حمله

نوشت: زیر صورت به را معادلات دستگاه می�توان درنظرمی�گیریم، می�شناسد

c١+ p١ = z١ = f٢(s١)
c٢+ p٢ = z٢ = f٢(s٢) = f٢( f١(s١))

...
ct + pt = zt = f٢(st) = f٢ ( f١( f١( f١(... f١︸ ︷︷ ︸

t−١

(s١)...))))

است ممکن بالاتر تکرار�های و f٢( f١( f١( f١(... f١(s١)...)))) که است این اینجا در جالب واقعیت
وقتی رمز این برای خوبی بسیار امنیت QUAD طراحان باشد. پراکنده f١ اگر حتی شود متراکم کاملا
انتخاب پراکنده دستگاه یک اگر کردند. بیان باشد شده تولید سالم سکه�های توسط چند�جمله�ای دستگاه که
دشمن یک توسط می�تواند رمز آنگاه باشد، مجزا شده�ی متعادل کوچک رأس یک شامل که طوری شودبه

: شود زیرناامن صورت به مخرب
الهام “ Oil and Vinegar ” پاتارین دستگاه از که را زیر حمله می�توان QUAD و آسیب�دیده معادلات
کند تولید تصادفی صورت به را دستگاه نمی�تواند مخرب کننده�ی تولید یک کرد. تصور است شده گرفته
ایجاد را β ≈ ٠٫۶ با شده جزء�بندی رأس چند برای ، (همبند) متصل ٢٠رأس با پراکنده دستگاه یک ،بلکه
است ممکن امر این و است کارا پراکندگی دلایل به دستگاه این که می�کنند ادعا مخرب تولید�کنندگان می�کند.
سالم سکه�های توسط ٢ درجه معادلات با که QUAD دستگاههای دیگر به نسبت سریعتر رمزگذاری سبب
به را اشتراک-متغیر گراف متغیرهای به شده داده نسبت رأس ٢٠ جدا�کننده�ها برخی شود. ، شده�اند تولید
رمز پیام و متن پیام دانستن نیازبه فقط حمله�کننده که است معنی بدین می�کنند.این تقسیم رأس ٨۴ یا ۵۶
f٢ ( f١( f١( f١(... f١︸ ︷︷ ︸

i−١

(s١)...)))) = pt +ct می�کند. حل را زیر ومعادلات دارد بیتی ١۶٠ دنباله یک از

. کرد حل را متغیر ٨۴ در معادله ٨۴ و متغیر ۵۶ در معادله ۵۶ باید ، کلید حدس هر برای

گراف جزء�بندی روش با QUAD جبری تحلیل بهبود ٢
QUAD جریانی رمز الگوریتم

Algorithm 1 Preprocessing
Input: key k → Fn, IV →f0; 1g80
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Output: initial state IS → Fn
1: IS ← k
2: for i = 0 to 79 do
3: if IV[i]=1 then
4: IS ← S1(IS)
5: else
6: IS ← S0(IS)
7: end if
8: end for
9: for i = 0 to 79 do
10: IS ← P(IS)
11: end for
12: return IS

Algorithm 2 keystream generation
Input: initial state IS → Fn
Output: keystream ks → FmL
1: ks ←− []
2: for i = 0 to L - 1 do
3: ks ←− ks∥ Q(IS)
4: IS ←− P(IS)
5: end for
6: return ks

گریدی: الگوریتم
است G = (V,E) گراف یالی جداکننده B ورودی:

B پایه بر است Gگراف کوچک رأسی جداکننده C خروجی:

begin
1: D ← B
2:R ← ⊘
3:whileD ̸=⊘ do
تمام .Cداخل بریز را v بردار. شود می vنامیده و دارد را یالها به اتصال بیشترین که V در رأسی آن

کن حذف را هستند vوصل به که یالهایی

4: return C

۵٨



مراجع

[1] C. Berbain, H. Gilbert, and J. Patarin, Quad: A practical stream cipher
with provable security, EUROCRYPT, vol. (2006), 109–128.

[2] Bard, G.V, Algebraic Cryptanalysis, Springer, (2009).

۵٩



 

۶٠ 
 

 



کاربردها و اعداد محاسباتی نظریه محاسباتی،� جبر کنفرانس اولین
.۶۴ تا ۶١ صفحات ،(٢٠١۴ دسامبر ١٩-١٧) ١٣٩٣ آذر ٢۶-٢٨ کاشان، دانشگاه ایران،

پوستر

در هایش چالش و وکاربردها شور الگوریتم
رمزنگاری

واجارگاه فتحی بهروز
گیلان دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار گروه

fathi@guilan،ac.ir

اصغری رحیم
گیلان دانشگاه کاربردی ریاضی

Meisam.mathhome@gmail.com

فرهادی مجید
دامغان دانشگاه ریاضی دانشکده

Farhadi@du.ac.ir

چکیده

تاکنون است. N وفرد مرکب مثبت اول صحیح های عامل یافتن از فاکتورگیری،عبارت مساله
به بدهد انجام را کار این ای چندجمله زمان در بتواند که است نشده یافت کلاسیکی الگوریتم هیچ
شده استفاده RSA مانند کلاسیکی رمزنگاری های الگوریتم ساختن برای اصل این از خاطر همین

است.
ونشان پرداخته فاکتورگیری الگوریتم تسریع به کوانتومی فوریه تبدیل بکارگیری با شور الگوریتم
دارای شور الگوریتم پذیرد.اجرای می انجام فاکتورگیری عمل ای چندجمله زمان در که شود می داده
درشکستن وسیعش کاربردهای طرفی گردد.از می مربوط بودنش کوانتومی به که است هایی چالش
آن بررسی به مقاله این در که باشد می اش توجه قابل نکات از کلاسیک شاخص رمز های الگوریتم
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بحث مورد الگوریتم این کوانتومی سازی پیاده و کلاسیک سازی شبیه روشهای پردازیم.همچنین می
میشود. واقع

فوریه شور،تبدیل الگوریتم ، یابی عامل های کوانتومی،الگوریتم رمزنگاري کلیدی: های واژه
فاز. تخمین کوانتومی،الگوریتم

مقدمه ١
براساس كه مي�گيرند قرار استفاده مورد گسترده طور به RSA نظير متعددي نگاري رمز سيستم�هاي امروزه
عبارت به است. تر سخت صحيح ضرب از محاسباتي نظر از صحيح يابي عامل استوارندکه فرضيه این
الگوريتمي هيچ كه حالي در است موجود صحيح ضرب براي جمله�اي چند زمان به زيادي ديگرالگوريتم�هاي
كه دانستند مي دانشمندان اقليدس زمان از ندارد. وجود صحيح يابي عامل براي جمله�اي چند زمان با
همچنين كرد. تجزيه اول عامل�هاي حاصلضرب به يكتا صورت به مي�توان را N مثبت صحيح عدد هر
با رابين ميلر– الگوريتم است. انجام قابل جمله�اي چند زمان در نيز اعداد بودن مركب يا اول تشخيص
اگر حال مي�دهد. تشخيص را بودن اول properror ⩽ ٢−s احتمال با و محاسباتي O(slgN)عمليات

قابل جمله�اي چند زمان در كلاسيك كامپيوتر يك براي آن اول عامل�هاي يافتن باشد، فرد مركب عدد يك
كه است اراتستن غربال الگوريتم است موجود امر اين براي كه كلاسيكي الگوريتم كاراترين نيست. انجام

می�شود. انجام O(cEXP[(lgN)١٣(lglgN)٢٣] زمان در
كامپيوترهاي روي بر اند شده طراحی بزرگ فرد صحیح عدد فاکتورگیری برای تاکنون که الگوريتم�هایی تمام
مكانيك هم و كلاسيك مكانيك اساس بر هم كه ساخت بتوان را كامپيوتري اگر حال اجرامی�شوند. كلاسيك
دوويچ بنت، تحقيقات اساس بر شور ١٩٩۴پیتر سال در شد؟ خواهد چه كند، كار باشد قادر كوانتومي
شود اجرا كوانتومي كامپيوتر يك روي بتواند كه ساخت الگوريتمي ديگران، و سيمون فاينمن، بنويف، ؛
شور كوانتومي فاکتورگیری الگوريتم را الگورتيم اين بيابد. جمله�اي چند زمان در را صحيح عامل�هاي و

مي�گويند.
های کامپیوتر در گامش یک وتنها شود می انجام کلاسیک های کامپیوتر در الگوریتم این گامهای اکثر
برای فاز تخمین والگوریتم کوانتومی فوریه تبدیل از آن کوانتومی گام در که پذیرد می انجام کوانتومی
بوده الگوریتم گام ترین مهم که شود می عددnاستفاده نهشتی هم xبه تصادفی عدد مرتبه سریع محاسبه
مهم کند. می مرتفع را است عدد مرتبه محاسبه در که فاکتورگیری کلاسیک های الگوریتم بزرگ وضعف
خم های منحنی بر مبتنی رمزهای RSAو عمومی کلید رمز سیستم شکستن ، الگوریتم این کاربرد ترین

هستند. گسسته لگاریتم مساله به وابسته که است بیضوی
چندجمله زمان در که شود می استفاده واقلیدسی متوالی کلاسیککسرهای های اززیرالگوریتم الگوریتم این در

شوند. می اجرا ای
[٢,٣,۴] : پردازیم می الگوريتم اين به خلاصه طور به ادامه در

اول: گام
را gcd(N,m)و N،m مشترك عليه مقسوم مي�كنيم.بزرگترين انتخاب را m مثبت صحيح تصادفي عدد
را N از بديهي غير عامل یک gcd(N,m) ̸= ١ اگر مي�يابيم. جمله�اي چند زمان در اقليدسي الگوريتم با
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. رويم مي ٢ گام به صورت اين درغير ايم يافته
دوم: گام

مي�كنيم. استفاده زير تابع از P دوره تعيين براي كوانتومي كامپيوتر يك از

fN : N 7−→ N
a 7−→ mamodN

سوم: گام
k كه با(١−k)(١/٢)است برابر باشد فرد P اينكه احتمال ) ١ گام به برو بود، صحيح و فرد عددي P اگر

. گام۴ به برو بود زوج P اگر ( . است N اول عامل�هاي تعداد
چهارم: گام

است زوج P چون

(m(p/٢)−١)(m(p/٢)+١) = (mp−١) = ٠modN

احتمال كه داد نشان مي�توان .۵ گام به برو صورت اين غير در ١ گام به برو (m(p/٢)+١) = ٠modNاگر
است. N از مجزا اول عامل�هاي تعداد k كه از(١−k)(١/٢)است dكمتر = gcd(m(p/٢)−١,N)اينكه

پنجم: گام
اگر مي�كنيم. محاسبه dرا = gcd(m(p/٢)−١,N)اقليدس الگوريتم از استفاده با

(m(p/٢)+١) = ٠modN

خارج و بده جواب عنوان به را d است. N از بديهي غير عامل یك d كه داد نشان مي�توان بسادگي باشد
شو.

رمزنگاری در شور الگوریتم کاربردهای ٢

های چالش طرفی واز بپردازیم ها رمز شکستن در شور کاربردالگوریتم چند به خواهیم می بخش این در
کنیم. بیان هم را الگوریتم این احتمالی

شکسته شور الگوریتم با توانند می هستند ارتباط در فاکتورگیری مساله با که رمزی های الگوریتم تمامی
. هستند زیر موارد شامل رمز های الگوریتم شوند.این

a. RSA Problem
b. Rabin Problem
c. quadratic residuosity Problem
d. The square root modulo n problem (SQROOT)
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الگوریتم تحت شوند می وابسته گسسته لگاریتم مساله به نوعی به که هایی الگوریتم تمامی طرفی از
. هستند زیر موارد شامل که شکست خواهند شور

a. Diffie-Hellman key agreement and its derivatives
b. ElGamal encryption, and the ElGamal signature scheme and its variant
c. ECC

می قرار استفاده مورد مرتبه محاسبه در تسریع برای کوانتومی فوریه تبدیل از شور الگوریتم طرفی از
تواند نمی محاسبات این انجام آنگاه کرد استفاده QFT از نتوان آن در که باشد طوری محاسبات اگر دهد.

. شود داده تسریع کوانتومی های کامپیوتر با
است. کوانتومی الگوریتم اجرای در کامپیوترکوانتومی یک وجود الگوریتم این های چالش ترین مهم از
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چکیده
عبارتست و داده نشان P(G) با را گروه این توان گراف است متناهی گروه یک G کنید فرض
باشد. دیگری از توانی یکی اگر تنها و اگر مجاورند y و x راس دو و G رئوس مجموعه با گرافی از
-گروه p یک G اگر تنها و اگر است کامل گروه یک توان گراف زمینه این در معروف ای نتیجه بر بنا
p-گروه یک G اگر وتنها اگر است {−١,n−١} برابر P(G) توان گراف طیف یعنی باشد دوری
دو بطوریکه T ی ها یال از ای مجموعه از عبارتست T گراف از سازی جور یک باشد. متناهی
یک حذف K٢nبا روی از که است گرافی میهمانی – کوکتل گراف باشند نداشته مشترک راس بدو
برابر آن توان گراف طیف که است ههایی گرو یافتن مقاله این هدف آید می بدست کامل سازی جور

است. میهمانی – کوکتل گراف طیف

میهمانی. – کوکتل گراف ، P-گروه ، توان گراف کلیدی: های واژه
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چکیده
عناصر آن رئوس مجموعه که باشد گرافی Γ(G) و آبلی غیر متناهی گروه یک G کنید فرض
این xy = yx اگر تنها و اگر باشند مجاور y و x راس دو و G− z(G) برابر یعنی G مرکزی غیر
گروه یک جابجایی گراف که است شده ثابت نامیم می G گروه جابجایی گراف اصطلاحا را گراف
طیف که یافت توان نمی متناهی و آبلی غیر گروهی عبارتی به باشد کامل تواند نمی متناهی آبلی غیر
آبلی غیر و متناهی گروههای جابجایی گراف مطالعه مقاله این هدف باشد. {−١,n−١} برابر آن
این از کامل تشریحی باشد می است برابر Km,n کامل بخشی دو گراف طیف با ها آن طیف که G

شد. خواهد ارائه ها گراف

گراف. ، گروه ، کلیدی:طیف های واژه
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آن راس دو که باشد G رئوس مجموعه با گرافی P(G) و متناهی گروه یک G کنید فرض
می G گروه توان گراف اصطلاحا را گراف این باشد. دیگری از توانی یکی اگر تنها و اگر مجاورند
نامیم. می گروه سره توان گراف را حاصل گراف کنیم حذف را همانی عضو گراف این از اگر . نامیم
روی های درایه که D(T ) قطری ماتریس و A(T مجاورت( ماتریس T دلخواه گراف برای همچنین
ماتریس را D(T )−A(T ) = L(T ماتریس( گیریم. می نظر در را باشد می T رئوس درجات قطر
مقادیر مقاله این در نامند. می لاپلاسی ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و نامیم می T گراف لاپلاسی
گروه که کرد خواهیم ثابت گیرد می قرار مطالعه مورد آبلی های گروه سره توان گراف لاپلاسی ویژه

شوند. می مشخص کامل طور به ها آن لاپلاسی طیف با آبلی های

توان. گراف ، طیف ، لاپلاسی ماتریس ، ویژه مقادیر کلیدی: های واژه
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چکیده

سازمانی یا و بانک دولت، هیچ به وابسته آن، عرضه و انتشار که است دیجیتالی� ارزی بیت�کوین�
می�شود انجام سیستم کاربران خود توسط بیت�کوین تراکنش�های تایید و نگهداری ضرب، نیست.
با شخصی توسط ٢٠٠٨ دسامبر در ابتدا بیت�کوین است. وابسته� رمزنگاری های پروتکل به تنها و
ناکاماتو خود توسط کامل طور به ایده این ٢٠٠٩ ژانویه در و معرفی ناکاماتو ساتوشی مستعار نام
برای را خود اختراع راحتی به و نکرد فاش را خود واقعی هویت هرگز کوین بیت مخترع شد. عملی
سعی این�جا در است. بزرگ راز یک کوین بیت پشت انگیزه و منشا هم هنوز گذاشت. باقی جهانیان

نماییم. بررسی یکدیگر با را آن فنی جزییات داده، شرح ساده زبانی به را بیت�کوین می�کنیم

رمزپول. کریپتوکارنسی، دیجیتالی، ارز بیت�کوین، کلیدی: های واژه

مقدمه ١
الکترونیک، مثل جدید تکنولوژی�های ظهور همچنین، و پول درست کنترل عدم و دولت�ها ضعیف عملکرد
به بسیاری شد سب اخیر، دهه�ی چند در اطلاعات امن نگهداری و جابجایی قابلیت و اینترنت و کامپیوتر
ارائه حوزه این مشکلات برای راه�حل�هایی جدید، تکنولوژی�های از استفاده با و بپردازند پول درباره تحقیق
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دیوید توسط E-cash نام به پروژه�ای ١٩٩٠ سال در بود. الکترونیکی پول ها، راه�حل این از یکی دهند.
اعتباری کارت�های کمپانی�های و دولتی های ساخت زیر به پروژه این که آن�جایی از ولی شد شروع چام
همگی b-money و PROW ، bitgold مثل نیز دیگری پروژه�های نکرد. پیدا چندانی دوام داشت، نیاز
که کرد ایجاد الکترونیکی پولی می�توان چگونه که می�کردند فکر این به همه دوره آن در ماندند. زمین روی
نگهداری کامپیوتر�ها حافظه در یا تراشه�ها روی را پول این می�شود چگونه و شود کاغذی پول�های جایگزین
الکترونیکی پول که نمی�کرد فکر این به کسی و کنند عوض را پول شکل که بودند این دنبال به همه کرد؟
استفاده سیستم حیات ادامه و دوام برای آن از بشود که کرد ایجاد طوری می�توان پشتوانه�ای) هیچ را(بدون
این به کم�کم محققین آمده پیش شکستهای با بود. نکرده فکر موضوع این به هم ناکاماتو خود شاید کرد.
متمرکز شرط مناسب طریقی به باید عمومی، نظر جلب و موفق ایده�ای به دست�یافتن برای که رسیدند نتیجه
گرفتن نظر در بدون شخص، دو بین پول انتقال و تراکنش یک انجام برای می�دانیم کرد. حذف را پول بودن
را نقش این می�توان چگونه اما است. ضروری تراکنش�ها درستی و صحت تایید برای بانک وجود جزئیات،
سوال این به پاسخ بهترین کنیم. اعتماد او به بتوانیم عین�حال در و بوده غیرمتمرکز که سپرد دیگر نهادی به

می�رسید. نظر به غیر�ممکن آن عملی�کردن ظاهر در که پاسخی بود. ناکاماتو آن از�

تراکنش�ها ایجاد چگونگی و بیت�کوین�ها ماهیت ٢
برای نیستند. صورت�گرفته قبلی تراکنش�های جز چیزی بیت�کوین�ها گفت می�توان ساده بیان یک در

نمایید: توجه زیر مثال به موضوع این روشن�شدن
در اشخاص نام و برگه ارزش و است آن�ها در دولت امضای که برگه�هایی دولت کشور یک در کنید فرض
استفاده پول عنوان به برگه�ها این از می�توانند مردم می�کند. تقسیم مردم بین عادلانه طور به شده، ذکر آن�ها
را مبلغ و گیرنده نام دیگری برگه�ی در دیگران، به پول عنوان به برگه دادن جای به که تفاوت این با کنند.
کار، این با و می�شود داده ارجاع قبلی برگه�ی به جدید، برگه�ی در همچنین می�کنند. امضا را آن و می�نویسند
می کاسته خودش برگه ارزش از است کرده خرج اول شخص که مقداری به و شده ارزش دارای جدید برگه�ی
برای دیگری برگه�ای در را حسابش بقیه باید پول، خرج�کردن زمان در شخص که می�کنیم قرارداد باز . شود
به که است این در فایده�اش تنها و بود خواهد ارزش فاقد دیگر ابتدایی برگه�ی کار این با کند. امضا خود
خرج دوبار را پول یک می�تواند شخص روش این در که کنیم توجه باید اما می�دهد. ارزش جدید برگه�های
در را خرج�شده برگه�ی باید پولش، کردن خرج از پس شخص که می�کنیم توافق مشکل این حل برای کند.
کار این اگر و است شده خرج پول این بدانند همه تا کند نصب همه دید برای مشخص، اعلانات تابلو یک

بود. نخواهند معتبر جدید برگه�های ندهد انجام را
با می�باشد. بیتکوین سیتسم در تراکنش�ها انجام نحوه و کوین�ها بیت چیستی برای روشنی مثال فوق مثال

: است ضروری نکته چند ذکر وجود این

ذکر آنها در فرد نام که است تراکنش�هایی بیت�کوین، سیستم در فرد یک موجودی فوق� مثال مانند •
معتبری تراکنش�های همان بیت�کوین�ها و ندارد وجود بیت�کوین نام به چیزی یعنی است. شده
آن در نامش که کند خرج را تراکنش�هایی تنها می�تواند شخص هر نشده�اند. خرج هنوز که هستند
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متعلق تراکنش�ها کدام که کند ثابت خود امضای با می�تواند شخص هر است. شده ذکر تراکنش�ها
اوست. به

را ارزش دارای برگه�های دولت کردیم فرض و گرفتیم نظر در را کشور یک سهولت برای فوق مثال در •
ابتکاری و جالب بسیار روشی به و نیست این�گونه بیت�کوین عرضه نحوه اما می�کند تقسیم مردم بین

می�پردازیم. آن به تفصیل به بعدی بخش�های در که می�پذیرد صورت

دیجیتال امضای و است دیجیتال امضای معنای به امضا بیت�کوین، سیستم در می�کنیم نشان خاطر •
کلید یک و خصوصی کلید یک شخص هر دیجیتال امضای در است. متفاوت معمولی امضای با
خصوصی کلید و گاه�اند آ آن از همه و است شخص معرف عمومی کلید دارد. آن با متناظر عمومی
هویت شخص نیست لازم دیجیتال امضای در می�رود. کار به شخص هویت اثبات و امضا برای تنها
کلید یک دهد نشان همه به خصوصی، کلید از استفاده با است کافی تنها کند فاش را خود اجتماعی
نام که ”برگه�ای می�شود گفته وقتی این�که نتیجه اوست. مال می�شناسند، همه که خاص، عمومی
و گیرنده عمومی کلید گیرنده، نام از منظورمان است” شده امضا فرستنده توسط است آن در گیرنده

است. خصوصی�اش کلید از استفاده با شخص دیجیتال امضای امضا، از منظور

کلید هر کرد فرض می�توان کلیت، از کاستن بدون باشد. داشته کلید زوج چند می�تواند شخص هر •
متناظر خصوصی کلید حساب، این رمز و اوست برای جداگانه حساب شماره یک شخص، عمومی
شخص، یک پول کیف و می�شود گفته آدرس یک حساب هر به کوین بیت سیستم در است. آن�

می�باشد. متناظر خصوصی کلید�های همراه به او آدرس�های مجموعه�ی

می�تواند شخص هر بیت�کوین در ساده�ترند. کردیم ارائه فوق مثال در آن�چه از بیت�کوین در تراکنش�ها •
این برای کند. واریز پول دیگر) دیگر(آدرس حساب چند به همزمان بطور به خود، حساب چندین از
و تراکنش ورودی عنوان به را خود حساب به قبلی واریزی تراکنش�های ١ آدرس� است کافی منظور
این با البته بگیرد. نظر در تراکنش خروجی کند، واریز پول آنها حساب به دارد قصد که آدرس�هایی
اعلانات، تابلو در تراکنش این گرفتن قرار با باشد. برابر خروجی مجموع با ورودی مجموع که شرط
حساب به تراکنش، در شده ذکر مبالغ ترتیب این به و می�شوند خبر با گرفته صورت انتقال از همه
متعلق و شده�اند ذکر تراکنش این ورودی عنوان به که تراکنش�هایی و می�شود گرفته نظر در گیرنده�ها

بود. خواهند اعتبار فاقد بعد به این از هستند، فرستنده به

گاه آ شبکه انتقالات ریز و دارایی�ها حساب�ها، از همه اعلانات، تابلو در تراکنش�ها قرار�گرفتن با •
بیت�کوین سیستم در کیست. به متعلق حساب�ها این نمی�داند کسی که اینجاست نکته ولی می�شوند،
پرداخت. خواهیم آن جزئیات به ادامه در که می�باشد بلوک�ها زنجیره�ی عهده به اعلانات تابلو نقش

اینجا در پس می�کنیم. استفاده شی آن هش از ،(.. و شی(تراکنش،بلوک یک نام�گذاری و آدرس�دهی برای بیت�کوین ١در

یکتاست. نامگذاری این هش، توابع ویژگی به بنا است. تراکنش آن هش تراکنش، آدرس از منظور
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خروجی. و ورودی چند با تراکنش یک :١ شکل

استخراج ٣

پول این باشد مطمئن باید گیرنده می�کند واریز گیرنده آدرس به را پولی فرستنده وقتی بیت�کوین سیستم در
اما می�کند برطرف را مشکل این ظاهرا شد، ذکر قبل مثال در که اعلانات تابلوی ایده است. نشده خرج قبلا
نمی�باشد. صرفه به و است غیر�ممکن کاری تقریبا تراکنش همه این بررسی عادی، شخص یک برای عمل در
با حتی گیرنده� دارد احتمال پس باشد کرده خرج بار دو واحد آن در را پول فرستده است ممکن همچنین
تراکنش�ها تایید نیستیم مایل طرفی از نشود. موضوع این متوجه اعلانات تابلو تراکنش�های تمام بررسی
این با پس انجامید). شکست به مسیر این در قبلی تلاش�های شود(زیرا انجام رسمی مرجع یک توسط

چیست؟ چاره راه وجود
او سپرد. کاربران خود عهده به را کار این و کرد اطمینان کاربران اکثریت صداقت و درست�کاری به ناکاماتو
صورت در را کاربران دیگر سوی از صادر�شده تراکنش�های می�توانند باشند مایل که کاربرانی کرد پیشنهاد
در ناکاماتو ابتکار اوج بگیرند. نو بیت�کوین می�کنند صرف که هزینه�ای و وقت ازای به و کنند تایید صحت
نیست لازم و می�کنند نگاه در�آمد منبع یک عنوان به بیت�کوین به عده�ای روش، این به زیرا همین�جاست.
بیت�کوین می�توانند کلام یک در یا و آورند بدست کوین بیت می�توانند خودشان کنند. خریداری بیت�کوین
کرد ادعا می�توان و می�کند آسان نیز را سیستم به آن تزریق و بیت�کوین عرضه روش، این کنند. استخراج
می�کشد بیشتری زحمت که است کسی مال بیشتر، کوین بیت روش این با است. ممکن حالت ترین عادلانه

می�برد. سود کرده، صرف که هزینه�ای و وقت اندازه به کس هر و نیست تبعیضی این�جا در و

استخراج فنی جزئیات ١.٣

دهند. انتشار تایید، و بقیه مشاهده برای را هایشان تراکنش می�شود خواسته کاربران از استخراج، ایده در
کرده دریافت را تراکنش�ها این کنند، تایید را صورت�گرفته های تراکنش مایل�اند که کسانی همان معدنچیان،
تایید�شده تراکنش سپس نکند. خرج بار دو یا و دروغ به را پول یک کسی تا می�کنند بررسی را آنها صحت و
آن تراکنش�های تایید معنای به بلوک یک انتشار می�دهند. انتشار داده، قرار بلوک نام به پکیج یک در را
دروغ�گو آن کننده استخراج شویم مطمئن می�توانیم چگونه رسید، ما دست به بلوکی اگر حال است. بلوک
به استخراج فرآیند می�کنیم پیشنهاد موضوع این حل برای نیست؟ مهاجم یک کلی، حالت در یا و نبوده
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منظور که می�دهیم توضیح ادامه در کند. ایجاد معتبر بلوک راحتی به نتواند مهاجم یک که شود سخت گونه
چیست. سختی از ما

تراکنش�ها تایید ١.١.٣

با همچنین و کند بررسی را دریافتی تراکنش�های اطلاعات درستی می�کند سعی معدنچی هر مرحله این در
های تراکنش کار، این از پس باشد. نشده خرج دو�بار پول یک می�کند بررسی قبلی، تراکنش�های به توجه

نامد. می بلوک یک آن�را و می�دهد قرار هم کنار را شده تایید

کار اثبات ٢.١.٣

مقداری شوند می ملزم تراکنش�ها تایید از پس معدن�چیان که است استخراج فرآیند از قسمتی کار اثبات
حل عنوان به آن از که برسند، شده�ای خواسته مطلوب نتیجه�ی به تا دهند انجام زمان�بر محاسباتی عملیات
باشد. آسان آن تایید و بررسی ولی مشکل، آن انجام که باشد طوری باید کار اثبات می�شود. یاد پازل
تعداد هرچه و کرد تقسیم افراد بین را آن� حل روند می�توان که است شده انتخاب گونه�ای به بیت�کوین پازل
بیت پازل حل برای جهان سرتاسر از که محاسباتی قدرت تمام با می�شود. حل سریع�تر باشد بیشتر نفرات
قدرت این شود. حل بیت�کوین پازل یک تا می�کشد طول دقیقه ده میانگین طور به می�شود، صرف کوین
برآورد کنند، پردازش موازی طور به که دنیا، برتر کامپیوتر ابر ۴٠ قدرت حدود در پیش چندی محاسباتی
همه از سریع�تر آن پازل که را بلوکی می�توانیم هستند صادق معدنچیان اکثر کنیم فرض اگر پس بود. شده
برنده بلوک این معدنچی می�کنیم توافق کنیم. اطمینان آن به و بگیریم نظر در معتبر بلوک است، شده حل
حداقل باید دهد جلوه معتبر را بلوکش بخواهد و باشد داشته فریب قصد مهاجمی اگر حال باشد. جایزه
نیست. به�صرفه مهاجمی هیچ برای آن، هزینه�ی که باشد، داشته معدنچنیان تمام توان نصف اندازه به توانی
باشد. بیشتر کرده�اند، صرف زمان این در استخراج برای معدنچیان تمام که هزینه�ای از باید جایزه، ارزش
حل برنده�ی می�کنند، شرکت استخراج فرآیند در که درصدی میزان به معدنچیان، بقیه داشت انتظار می�توان
بلوک در کار، اثبات از پیش کس هر بلکه نمی�دهد، برنده به کسی را �پازل حل جایزه باشند. بعدی های پازل
اگر و می�دهد اختصاص خود آدرس�های از یکی به Generation نام به جدید بیت�کوین ثابتی مقدار خود،

اوست. برای پول این می�کنند قبول همه شد برنده

ها بلوک زنجیره�ی و زمانی برچسب ٢.٣

و عرضه تنظیم و آید پدید شده استخراج بلوک�های توسط آینده در است ممکن که بی�نظمی، از پرهیز برای
زنجیره یک در بلوک�ها ترتیب این به می�دهیم. نسبت زمانی برچسب بلوک�ها به سیستم، به پول منظم تزریق
برای پول یک شخصی این�که یا و نشود تایید بلوک دو در تراکنش یک این�که برای باز گیرند. می قرار زمانی
تراکنش�های تایید مرجع بلوک�ها، زنجیره�ی در قبلی بلوک�های می�کنیم توافق نکند تایید بلوک دو در نفر، دو
اگر حال باشد. داشته خود در را قبلی بلوک آدرس باید بلوک هر منظور، این برای باشند. بعدی� بلوک�های
برای بیشتری تلاش که گیرد می قرار اصلی زنجیره در بلوکی شوند، تولید همزمان طور به معتبر بلوک دو
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پیش از ثابت زنجیره اصلی، زنجیره کنید دقت است. طولانی�تر آن، از حاصل زنجیره�ی و شده آن استخراج
می�کنیم توافق دارد(شکل٢). وجود آن در بیشتری بلوک�های که است زنجیره�ای بلکه نیست شده�ای تعیین
ترتیب، این به شود. نصف جایزه این بلوک، ٢١٠٠٠٠ هر از بعد و باشد کوین بیت ۵٠ بلوک هر جایزه

کرد(؟). نخواهد تجاوز میلیون ٢١ از می�شود، سیستم وارد ٢١۴٠ سال تا که کوین�ها بیت کل حجم

بلوک�ها. اصلی زنجیره شکل�گیری نحوه�ی :٢ شکل

اصلی نتایج ۴

که همانگونه ندارد. کنترلی آن بر مرکزی قدرت هیچ که است پشتوانه بدون دیجیتال پول یک بیت�کوین
تراکنش�ها تایید کند. تایید را تراکنش�ها که نیست سیستم این در بانکی یا و رسمی مرجع هیچ کردیم مشاهده
به شخص یک حساب از وجه انتقال برای می�شود. حاصل اکثریت توافق با و است کاربران خود عهده به
تراکنش آدرس آن ورودی که کند می ایجاد تراکنشی فرستنده بیت�کوین، سیستم در دیگر شخصی حساب
فرستنده می�باشد. گیرنده شخص بیت�کوینی آدرسی تراکنش، خروجی و اوست حساب به واریزی قبلی های
معدن�چی که افرادی می�دهد. انتشار آن�را شبکه، افراد بقیه�ی دست به رسیدن برای کرده، امضا را تراکنش
و کنند می بررسی قبلی بلوک�های به توجه با را آنها درستی جدید تراکنش�های دریافت با هستند بیت�کوین
یافتن محض به و می�پردازند بلوک پازل حل به سریعا جدید، بلوک یک در صحیح تراکنش�های دادن قرار با
شود متوجه پازلش حل حین در معدنچی یک اگر دهند. می انتشار پازل پاسخ همراه به را بلوک پاسخ،
پازلش است، معتبر شخص آن اثبات�کار و ها تراکنش و کرده حل زودتر را خود بلوک پازل دیگری شخص
تراکنش یک زمانی تراکنش یک کند. می شروع را تازه�ا�ی استخراج جدید، بلوک ادامه در و کند می رها را
تراکنش�های و حساب�ها تمامی شود. ظاهر اصلی زنجیره های بلوک از یکی در که می�شود تلقی تایید�شده
ارائه جز���ئیات به توجه با نیستند. مشخص حساب�ها این صاحبان ولی است آشکار بیت�کوین شده تایید
نمی�ماند باقی بیت�کوین درباره�ی شبهه�ای هیچ بیت�کوین، نرم�افزار بودن متن�باز و قبل قسمت�های در شده
است. بی�اساس کاملا بیت�کوین، مدرن“،درباره شیوه به برداری ”کلاه یا و بودن“ ”هرمی چون ادعاهایی و
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کوین بیت پازل و چکیده�ساز توابع : ١ ضمیمه

به ثابت، طول با رشته�ای و می�گیرد دلخواه طول با را داده از رشته�ای که است تابعی چکیده�ساز، تابع
برد زیرا باشد، یک�به�یک نمی�تواند ساز چکیده تابع یک که است واضح بنابراین می�دهد. خروجی عنوان
برخورد برابر در که می�شوند انتخاب گونه�ای به چکیده�ساز توابع اما است. نامتناهی دامنه�اش و متناهی آن
نتوانیم داریم، اختیار در که محاسباتی�ای توان تمام با باشد چکیده�ساز تابع یک f اگر یعنی باشند. مقاوم

. f(x) = f(y) که کنیم پیدا را x و y رشته�های
سال�های در برد. نام را RIPEMD و SHA معروف های خانواده و MD۵ می�توان، چکیده�ساز توابع از
نمی�شود. استفاده مستقیم طور به تابع این از عمل، در خاطر همین به و شد پیدا برخورد MD۵ برای اخیر،
یکعدد می�توان را چکیده�ساز تابع پسخروجی است، دودو�ئی صورت به نمایش قابل داده، از رشته هر چون
آن قرار�دادن با که nonce طبیعی عدد یافتن از است عبارت کوین بیت پازل حال، گرفت. نظر در طبیعی
مقدار باشد. کمتر target نام به خواسته�شده�ای مقدار از SHA٢۵۶(SHA٢۵۶(بلوک)) مقدار بلوک، در
استخراج، زمان میانگین که شود می به�روز گونه�ای به بیت�کوین افزار نرم توسط بلوک ٢٠١۶ هر target�

بماند. باقی دقیقه ده همواره

تصویر. با بیت�کوین پازل :٣ شکل

اجماع : ٢ ضمیمه

از نیمی با بتوانیم اگر می�کند. موضوع این به کسی کمتر و است بیت�کوین ویژگی مهمترین اجماع
ایجاد تغییر بیت�کوین بر حاکم قوانین تمام در بود خواهیم قادر آن�گاه دهیم، تشکیل صنف یک��� معدنچیان
جمعی توافق یک بیت�کوین باشند. آن از استفاده درحال کاربران که نیست شی یک بیت�کوین سیستم کنیم.
باشند. هم�نظر آن قوانین درباره هم با معدنچیان از نیمی حداقل است کافی آن، حیات ادامه�ی برای که است
اینصورت غیر در زیرا بود خواهند قوانین رعایت به مجبور سیستم، این در ماندن برای نیز بقیه ترتیب این به
تراکنش مثلا دهید. انجام کاری هر می�توانید معدنچی یک عنوان به شما پذیرفت. نخواهند را آن�ها اکثریت
دیگر کاری و نسازید بلوکی اصلا اینکه یا ندهید، انجام را کار اثبات مرحله کنید، تایید را معتبر غیر های
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نکرده رعایت را اجماع قوانین زیرا پذیرفت، نخواهند را شما کار نتایج بقیه صورت این در دهید. انجام
ویژگی اجماع���، کنید. وضع قانونی هر می�تواند کنید متمایل خودتان نظر به را اجماع بتوانید اگر اید.اما
می�توانند معدنچیان آید، پیش سیستم برای مشکلی آینده در اگر است. بیت�کوین بی�بدیل و فرد به منحصر
حاضر حال در اگر حتی کنند. عوض را بیت�کوین بر حاکم قوانین و برسند اجماع به مشکل آن حل برای
قانون یک اجماع این باشد، بیت�کوین ۵٠ همواره باید بلوک، حل جایزه که برسند اجماع این به معدنچیان

شد. خواهند آن رعایت به ملزم بمانند سیستم در اینکه برای بقیه و بود خواهد سیستم برای
پدید ریاضیدان یک حتی یا و برنامه�نویس یک توسط بیت�کوین می�رسد نظر به بعید فوق، بحث به توجه با
و اجتماعی دقیق مطالعات معرفی، از پیش و است گروهی کار یک نتیجه�ی بیت�کوین احتمالا باشد. آمده
جنبه�های و بیت�کوین برنامه�نویسی که است ذهن از دور بسیار حتی است. گرفته صورت آن درباره اقتصادی

باشد. شده انجام تنهایی به شخص یک توسط نیز، آن امنیتی و ریاضی

معدنچیان. اجماع :۴ شکل

اشتراکی استخراج : ٣ ضمیمه

این می�شوند. شریک یکدیگر با کنند استخراج بیشتری بیت�کوین بتوانند اینکه برای معدنچیان برخی
شدن، برنده صورت در و کرده حل را بلوک یک پازل موازی، طور به و هم با که می�کنند توافق معدنچیان
کاربران از که یافت می�توان فراوانی های سایت حاضر حال کنند.در تقسیم شراکت نسبت به را جایزه�اش
را اشتراکی های استخراج آورند. بدست بیت�کوین اشتراکی، استخراج در کردن شرکت با می�کنند دعوت
زمان مرور به که می�شوند بیت�کوینی اصناف شکل�گیری باعث مستقیم غیر طور به زیرا گرفت کم دست نباید
بیت�کوین شکل این به که سایت�هایی از یکی نمونه برای بگیرند. دست در را بیت�کوین کنترل است ممکن

داشت. اختیار در را سیستم محاسباتی قدرت از نیمی به نزدیک پیش، مدتی می�کند استخراج
مرکل درخت : ۴ ضمیمه

که است ساختار�ها داده از درختی مرکل، درخت یا درهم�سازی درخت کامپیوتر، علم و رمزنگاری در
کار به داده آن محتویات تشخیص برای و است داده جای خود در را بزرگتر داده�ی یک اطلاعات خلاصه�ی
بین در یا و است شده ذخیره که داده�ای نوع هر از محافظت برای می�توانند سازی درهم درخت�های می�رود.
های درخت کاربرد مهم�ترین و بیشترین حاضر، حال در بگیرد. قرار استفاده مورد می�شود منتقل رایانه�ها
دریافت بسته�های اینکه از اطمینان حصول برای شبکه�ها این است.در نظیر به نظیر شبکه�های در درهم�سازی
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اشتراکی. استخراج نتیجه :۵ شکل

در می�شود. استفاده درخت�ها این از نیستند، جعلی بسته�ها اینکه و هستند تغییر بدون و عیب بدون شده،
بلوک سربرگ در را تراکنش�ها مرکل ریشه�ی پازل، جواب بررسی نمودن آسان برای نیز بیت�کوین سیستم

می�دهند. قرار

مرکل. درخت :۶ شکل

بلوک. هر سربرگ در تراکنش�ها مرکل ریشه از استفاده :٧ شکل
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سخنرانی

شبه خط انرژی و خط گراف ویژه مقادیر
کاترپیلارها

نظری علی�محمد
اراک دانشگاه علوم، دانشکده
am-nazari@araku.ac.ir

سپهریان بهنام
اراک دانشگاه علوم، دانشکده
B-Sepehrian@araku.ac.ir

اسکندری مهدیه
اراک دانشگاه علوم، دانشکده

m-skandari@arshad.araku.ac.ir

چکیده

E(G) نماد با و است G گراف مجاورت ماتریس مقادیرویژه�ی قدرمطلق مجموع گراف، انرژی
باشد. رأس (p+١) با ای ستاره Sp+١ و رأس n با مسیري Pn کنید فرض شود. می داده نشان
فرض ساخت. مسیر یک توان می آن آویزان رئوس حذف با که است درختی C(p) کاترپیلار یک

کنید

P = [p١, p٢, ..., pd−١],

و هستند کاترپیلار آویزان رئوس آن اعضای که باشد مجموعه�ای

p١ ≥ ١, p٢ ≥ ١, ..., pd−١ ≥ ١.
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با pd−١ مسیر و ,١+Sp٢,١+Sp١است ...,Spd−١+١ ستاره�های از آمده به�دست کاترپیلار C(p)
باشد. می pd−١ مسیر رأس امین i− در Spi+١ ستاره ریشه کردن مشخص

خط. گراف لاپلاسین، ماتریس کاترپیلار، شبه کلیدی: های واژه

.١٣D٠٧ ،١٣C١۴ ،١٣D۴۵ ،١٣D٠٢ :(٢٠١٠) امریکا ریاضی انجمن موضوعی بندی رده

مقدمه ١
n× n ماتریس یک G لاپلاسین ماتریس باشد. راس n با دار غیرجهت ساده گراف یک G کنید فرض
ماتریس D(G) و G گراف مجاورت ماتریس A(G) آن در که است، L(G) = D(G)−A(G) بصورت
ماتریس از ویژه جفت یک (٠,e) و مثبت معین نیمه ماتریس یک L(G) باشد. می رئوس درجه از قطری
اگر فقط و اگر است همبند گراف یک G که دهد می نشان [١] در فیدلر است. یکه بردار یک e و L(G)
با و دارد نام G گراف از جبري اتصال ویژه مقدار این باشد. مثبت L(G) از ویژه مقدار کوچکترین دومین

. شود می داده نشان a(G) نماد
به L+(G) و L(G) و A(G) دارد. نام G از لاپلاسین ماتریس L+(G) = D(G)+A(G) ماتریس
نیمه ماتریس یک دارند. نام G گراف از لاپلاسین ویژه مقادیر و لاپلاسین ویژه ،مقادیر ویژه مقادیر ترتیب
مشخصه های اي چندجمله L+(G) L(G)و آنگاه باشد دوبخشی گراف یک G اگر و است مثبت معین
گراف اگر فقط و اگر است صفر با برابر G همبند گراف از لاپلاسین ویژه مقادیر کوچکترین دارند. یکسان
که است L(G) گراف ، G خط گراف است. ساده ویژه مقدار یک صفر صورت این در که باشد دوبخشی
یالهای اگر فقط و اگر مجاورند L(G) از رأس دو هستند. ١−١ تناظر در G یال�های و رئوس مجموعه
برابر رأس n با Sn ستاره گراف از خط گراف مثال، برای [٢] باشند. مشترك رأس یک در ، G در متناظر
مقادیر قدرمطلق مجموع ،M ماتریس انرژی همچنین بود. خواهد رأس (n−١) با Kn−١ کامل گراف با
آن وقوع ماتریس باشد، یال m و راس n با گرافی G اگر است. آن E(M)نماد و است M ماتریس تکین
صورت این غیر در و باشد موجود یالی اگر است ١ برابر ,i)ام j) درایه آن در که است m×n ماتریس یک

داریم: شود،و می داده I(G)نمایش با و می�باشد صفر

I(G)+ I(G)T = D(G)+A(G) = L+(G),
I(G)T + I(G) = ٢× I(m)+A(L(G)),

است. m×m همانی ماتریس یک هم I(m)

کاترپیلارها ٢

که است درختی کاترپیلار یک باشد. رأس (p+١) با اي ستاره Sp+١ و رأس n با مسیري Pn کنید فرض
ای مجموعه P = [p١, p٢, ..., pd−١] کنید فرض ساخت. مسیر یک توان می آن آویزان رئوس حذف با
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.p١ ≥ ١, p٢ ≥ ١, ..., pd−١ ≥ ١ و هستند کاترپیلار آویزان رئوس آن اعضای که باشد
مشخص با pd−١ مسیر و ,١+Sp٢,١+Sp١است ...,Spd−١+١ ستاره�های از آمده به�دست کاترپیلار C(p)

می�دهیم قرار باشد. می pd−١ مسیر رأس امین i− در Spi+١ ستاره ریشه کردن

C =C(p) : P١+P٢+ ....+Pd−١ = n−d +١

می�باشد. آن قطر d و nاست راس با درختی C(p) ∈C

کاترپیلارها خط گراف انرژی و ویژه مقادیر ٣

به مربوط یال و v رأس حذف از آمده بدست Gگراف و باشد G̃ گراف از آویزان رأس یک v اگر لم١:
کردن مشخص برای را نتایج آیند. می بدست L(G̃) ویژه مقادیر از L(G) ویژه مقادیر آنگاه باشد، آن

دهیم: می قرار بریم. می به�کار C(p) مقادیرویژه

A(x) =
[

١
√

x√
x x+١

]
, B(x) =

[
١

√
x√

x x+٢

]
, F =

[
٠ ٠
٠ ١

]
.

Aاست. ماتریس مقادیرویژه�های مجموعه σ(A) و
با برابرند C(p) لاپلاسین ویژه مقادیر بنابراین pباشد. j ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ d−١ بازای کنید فرض لم٢:

: زیر (٢d−٢)× (٢d−٢) ماتریس های مقدارویژه و ∑d−١
i=١ pi−d +١ چندگانگی با ١

G(p) =


A(p١) F

F B(p٢)

B(pd−٢) F
F A(pd−١)

 , (١)

کاترپیلارها شبه ۴
با برابر کاترپیلارها شبه مقدارویژه�های باشیم، کرده اضافه کاترپیلار یال�های به یال m این�که فرض با

است. (١) ماتریس مقادیرویژه و (∑d−١
i=١ pi−d +١)−m چندگانگی با ١ مقدارویژه

ها یال از برخی اگر دارد. وجود m چندگانگی با ٣ ،مقدارویژه باشند نامجاور شده اضافه های یال اگر
بازای و ١ تکرار با ٢و۴ های مقدارویژه شده اضافه مجاور یال دو هر بازای باشند، نامجاور برخی و مجاور
اضافه یال هر بازای دارد. وجود نامجاور های یال تعداد تکرار با ٣ مقدارویژه شده اضافه نامجاور های یال

شود. می اضافه مقدارویژه یک کاترپیلار به شده
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کاترپیلارها شبه با متناظر خط گراف مقدارویژه�های ۵

باشند، نزولی بصورت ها آن با متناظر خط گراف و کاترپیلارها مقدارویژه�های ترتیب به ها λi و ها δi اگر
پایین کران یک -٢ مانده باقی ی مقدارویژه m برای و δi−٢≤ λi کاترپیلار شبه با متناظر حط گراف در

است. خط گراف های مقدارویژه برای
کاترپیلارهاست. شبه انرژی برای پایین کران یک کاترپیلارها خط گراف انرژی شده اضافه یال m هر برای

مثال ۶
: از عبارتند شکل این ویژه�های مقدار گیریم. می نظر در را زیر کاترپیلار

یعنی .G(p) ماتریسی مقادیرویژه و یک تکرار با و٣ (∑d−١
i=١ pi−d +١−(١ چندگانگی با ١

٠٫٣٧٣٨٠١٩٣٣١۵,١,١,١,١,٣,٣٫۴٨۴٨۶١٩۵٣,۶٫١۴١٣٣۶١١۶

متناظر: خط گراف

با: برابرند خط گراف ویژه مقادیر

−١٫۶٢۶١٩٨٠٩۶,−١,١٫−,١−,١−,١۴٨۴٨۶١٩۵٣,۴٫١۴١٣٣۶١١۶

هستند: زیر بصورت کاترپیلار شبه این مقدارویژه�های کنیم، اضافه کاترپیلار این به یال m = ١ اگر

٠٫٣٧٣٨٠١٩٣٣١۵,١,١,١,٣,٣٫۴٨۴٨۶١٩۵٣,۶٫١۴١٣٣۶١١۶

مقدارویژه�های ترتیب به λi و δi که باشد می δi− ٢ ≤ λi کاترپیلار شبه این خط گراف مقادیرویژه
هستند. متناظر خط گراف و کاترپیلارها

است: زیر به�صورت کاترپیلار شبه این با متناظر ویژه مقادیر و خط گراف
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−١٫٨٩٩۴٩٣۵٠٫−,١−,١−,١−,١−,٠٨۴۶٠٩١٢٢٠۶,٢٫١٩٢٢۴٩۴۴٢,۴٫١۶٨١۵۶٢٧۵

هستند زیر به�صورت کاترپیلار شبه این های مقدارویژه کنیم، اضافه کاترپیلار این به یال m = ٢ اگر
نامجاورند شده اضافه های یال که زمانی

با: برابرند کاترپیلار شبه مقادیرویژه

٠٫٣٧٣٨٠١٩٣١۵,١,١,٣,٣,٣٫۴٨۴٨۶١٩۵٣,۶٫١۴١٣٣۶١١۶

است: زیر به�صورت کاترپیلار شبه با متناظر ویژه مقادیر و خط گراف حالت این در

−١٫−,٢۶٠۶٠٫−,١−,١−,١−,٨٠٠٩٣٨۴٩٧٩٠۵٠٧٨١,٠٫۵١١٠٣١٨٧٢٣,
٢٫٢۵۴٩٩٧٧۵٠,۴٫٣٣٨۶٧۶٣٩۴

مجاورند شده اضافه های یال که زمانی

با: برابرند مقادیرویژه

٠٫٣٧٣٨٠١٩٣١۵,١,١,٢,۴,٣٫۴٨۴٨۶١٩۵٣,۶٫١۴١٣٣۶١١۶

است: زیر به�صورت کاترپیلار شبه با متناظر ویژه مقادیر و خط گراف حالت این در

−١٫٨٢−,٢۴۴١٠۶۴۴١٫٣−,٨۴۶٩۶۴۶۵١,٠,٠٫٧٨٩−,١−,٧۴٢٨۴٧١۶,
١٫٨٠٠٠٣٩٩١٨,۴٫۵٨١٩٠۶٩١۵
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